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RESUMEN

En la ingenieria quimica existen muchos procesos que involucran fenémenos de transferencia de masa
y/o calor en columnas empacadas; uno de estos procesos es la cromatografia que es una de las
operaciones de recuperacion, separacion, cuantificacion y purificacion mas utilizadas en la quimica fina
y areas afines. La cromatografia se fundamenta en la adsorcién selectiva de los componentes de una
mezcla en fase vapor o liquida (fase mévil) que fluye a través de una columna empacada con un sélido

poroso (fase estacionaria) en el que se lleva a cabo la separacion.

Un aspecto fundamental en el disefio, simulacion y estudio de columnas cromatograficas es el
desarrollo y solucion de modelos matematicos establecidos con ecuaciones de conservacion de masa,
leyes de equilibrio interfacial, y expresiones cinéticas de adsorcion. En la literatura se pueden encontrar
diversos trabajos respecto al planteamiento y solucién de modelos para columnas empacadas, sin
embargo, la mayoria de las soluciones analiticas reportadas estan expresadas como funciones de una
integral infinita oscilatoria de lenta convergencia cuya evaluacion requiere de la implementacion de
rutinas numeéricas eficientes. Por otra parte, aunque las soluciones numericas encontradas son muy
atiles, estas no proporcionan una funcion explicita de la concentracidén con respecto al tiempo y la
posicion, y dada la naturaleza de los modelos, es dificil adecuar los métodos numéricos estandares

existentes.

Debido a la problematica anterior, se ha resuelto analiticamente, por el método de Transformada de
Laplace, un modelo que incluye la ecuacion del adsorbente con transporte difusivo y adsorcion asi
como la ecuacién de continuidad para el soluto en el fluido acarreador considerando la conveccion vy el
transporte interfacial pero no la dispersion axial. Asi, se ha obtenido una expresion analitica para la
concentracion del soluto en el fluido, que estd expresada en funcion de sumas infinitas anidadas que
contienen los términos de tiempo y posicién axial. A fin de obtener las gréficas de variacion de la
concentracion con respecto al tiempo, y/o a la posicion, se ha aproximado la solucion completa a dos
raices obteniéndose, para ciertos casos, resultados similares a los presentados en la literatura. Se espera

que al incluir mas téerminos, la exactitud de los resultados generados se incremente.
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Cas abierta al lempo Objetivos

OBJETIVOS

Objetivo general:
Obtener la solucion analitica del modelo matematico lineal de una columna cromatografica que
incluye la ecuacion del adsorbente con transporte difusivo, asi como la ecuacion de continuidad

para el soluto en el fluido acarreador considerando los términos de conveccion y transporte

interfacial.

Objetivos particulares:

1. Obtener una solucidén analitica de un modelo matematico para una columna cromatogréafica

aplicando el método de la transformada de Laplace.

2. Validar la solucién obtenida analiticamente por comparacion con la literatura.

3. Generar curvas de ruptura para diferentes valores de los parametros involucrados en el

modelo, asi como discutir el efecto de ellos.
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OBJETIVOS

Objetivo general:


Obtener la solución analítica del modelo matemático lineal de una columna cromatográfica que incluye la ecuación del adsorbente con transporte difusivo, así como la ecuación de continuidad para el soluto en el fluido acarreador considerando los términos de convección y transporte interfacial.


Objetivos particulares:


1. Obtener una solución analítica de un modelo matemático para una columna cromatográfica aplicando el método de la transformada de Laplace.


2. Validar la solución obtenida analíticamente por comparación con la literatura.

3. Generar curvas de ruptura para diferentes valores de los parámetros involucrados en el modelo, así como discutir el efecto de ellos.

CAPÍTULO 1


INTRODUCCIÓN


1.1.- Generalidades

1.1.1.- Conceptos básicos de cromatografía

Dentro de los procesos de separación más importantes en la ingeniería química se encuentran las operaciones que incluyen transporte de materia a través de un tubo empacado (fig. 1.1). La cromatografía por elusión es una de las operaciones de recuperación, separación, cuantificación y purificación más utilizadas en la química fina, farmacéutica y áreas afines, que se fundamenta en la adsorción selectiva de los componentes de una mezcla en fase vapor o líquida que es transportada por un gas acarreador (fase móvil) que fluye a través de una columna empacada con un sólido poroso (fase estacionaria) en el que se lleva a cabo la separación debido a las diferentes velocidades de adsorción
 específicas de cada componente, por lo que es posible, mediante un detector de solutos a la salida de la columna, obtener las curvas características para cada componente a diferentes tiempos [McNair, 1981]. 
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La cromatografía permite la separación de mezclas concentradas para la obtención de uno o varios solutos de interés con una alta pureza; por lo anterior se ha extendido su uso en la ingeniería química y, por consiguiente, se ha incrementado su estudio teórico y experimental. 

Uno de los aspectos más estudiados es el desarrollo y solución de modelos matemáticos para el diseño, simulación, optimización, y control de las columnas cromatográficas. Dichos modelos son establecidos mediante ecuaciones de conservación de masa, leyes de equilibrio interfacial, expresiones cinéticas de adsorción, y condiciones de frontera e iniciales, [Tejeda, et al., 1995].

Las soluciones de dichos modelos permiten calcular la concentración del efluente como función de la posición (axial) en la columna a un tiempo fijo (perfiles de concentración) y/o la variación de la concentración con respecto al tiempo en una posición fija de la columna, que al graficarse genera las llamadas curvas de ruptura y su predicción permite conocer algunas variables importantes como son: concentración de soluto al final de la adsorción, tiempo necesario para llevar a cabo el proceso, cantidad de adsorbente necesario, longitud de la columna, etc., [Tejeda, et al., 1995].

1.1.2.- Curvas de ruptura y perfiles de concentración


Para describir el comportamiento de la adsorción en una columna se han de utilizar gráficas de variación de la concentración de soluto a la salida de la columna con respecto al tiempo y a la posición, por lo que resulta conveniente hacer una breve descripción de las mismas.

Tanto en las curvas de ruptura como en los perfiles de concentración del efluente a un tiempo fijo para una alimentación continua y constante (que puede ser representada por una función escalón) es posible distinguir tres zonas características [Tejeda, et al]: la zona de equilibrio, ZE; de transferencia de masa, ZTM; y la zona no utilizada, ZNU, (Fig. 1.2). En la primera zona, ZE, la concentración de soluto adsorbido se encuentra en equilibrio con la concentración de soluto en la fase líquida, 
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,  (la funcionalidad  f  depende del tipo de equilibrio), es decir la concentración permanece prácticamente constante. Luego sigue la zona de transferencia de masa, ZTM; en ella, la concentración comienza a variar considerablemente a través de una pequeña sección de la columna. Finalmente, se encuentra la zona no utilizada, ZNU, que corresponde a la sección de la columna en la que no se ha presentado la adsorción (la concentración de soluto en el adsorbente es igual a la que tenía inicialmente).
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Fig. 1.2.-


 Perfiles de concentración para una alimentación


de tipo escalón unitario.


Concentración adimensional del efluente


Posición adimencional, Z




Con el transcurso del tiempo la zona ZE va ocupando toda la columna, mientras que la zona ZTM se acerca a la salida de la columna y la ZNU tiende a desaparecer. Haciendo un análisis de la variación de la concentración del efluente a la salida de la columna con respecto al tiempo (figura 1.3) se pueden observar tres eventos importantes:


1.- Para tiempos menores a tR, cuando la ZTM aún no llega a la salida de la columna, la concentración de soluto en la solución a la salida de la columna es prácticamente cero. 

2.- En el tiempo de ruptura tR la ZTM ha alcanzado la salida de la columna, y por lo tanto la concentración de soluto en la solución de salida comienza a tomar un valor diferente de cero, yR, que es el valor de diseño en una columna de adsorción. Este valor es la máxima concentración de soluto permitida en la solución de salida y representa las pérdidas de soluto tolerables en el proceso. El tiempo tR marca la terminación del ciclo de adsorción.


3.-. Finalmente en caso de continuar la operación, la concentración de soluto en la solución de salida seguirá incrementándose hasta igualar la concentración de soluto del flujo alimentado en la columna.
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Fig. 1.3.-


 Curvas de ruptura teóricas para una alimentación 


de tipo escalón unitario (


q


 = 0.075, 


y


 =0.3333, 


f


 = 0.25).


Concentración adimensional del efluente


Tiempo adimensional




Se han mencionado las zonas características que se pueden encontrar en las curvas de ruptura para una columna de adsorción (o cromatográfica) alimentada por un flujo constante (alimentación de tipo escalón unitario). En la siguiente sección se describen, a groso modo, cuatro comportamientos generales de una columna cromatográfica, y la manera en que se manifiestan en las curvas de ruptura.

1.1.3.- Comportamiento general de una columna cromatográfica

Como se mencionó en la sección anterior, las curvas de ruptura permiten entender el comportamiento de las columnas cromatográficas desde el punto de vista de las resistencias de transferencia de masa involucradas en el proceso. Así, es posible enumerar cuatro comportamientos generales de una columna cromatográfica: 

1.- Un pulso inyectado a una columna no sufrirá ningún cambio a la salida de la columna si: el flujo en la columna es ideal o de tipo tapón, y los solutos no se adsorben ni se difunden en el adsorbente (Fig. 1.4a).


2.- Un pulso inyectado a una columna donde existe cierto grado de flujo no ideal debido a un empaque deficiente o a fenómenos de dispersión axial, pero sin adsorción, presentará un tiempo de retención promedio igual al del pulso del caso anterior, pero con cierto grado de dispersión, lo cual se manifiesta con un ensanchamiento del pico (y posible asimetría, Fig. 1.4b).

3.- Un pulso que contenga un soluto que pueda ser adsorbido, sufrirá un retardo y un cierto grado de dispersión al pasar por la columna. La dimensión de estos efectos dependerá de la naturaleza de la adsorción (Fig. 1.4c).


4.- Un pulso inyectado a una columna donde exista adsorción y efectos de flujo no ideal simultáneamente tendrá un tiempo de retención igual al del caso 3 pero el pico se ensanchara y tenderá a ser asimétrico debido a la mayor dispersión (Fig. 1.4d).
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En esta sección se han descrito, brevemente, el marco teórico básico para el entendimiento de las curvas de ruptura, lo cual será de valiosa utilidad en los análisis de resultados que se presentarán en los últimos capítulos de este trabajo. En la sección siguiente se hace una breve revisión de las fuentes bibliográficas más relevantes usadas como base para el desarrollo del presente trabajo.


1.2.- Antecedentes


Los modelos de adsorción más completos encontrados en la literatura, involucran tres resistencias: transporte del soluto desde el seno del fluido hasta la superficie de la partícula adsorbente, difusión del soluto a través de la partícula porosa, y finalmente, la adsorción de soluto llevada a cabo en los poros del catalizador. En los primeros estudios se consideró únicamente el efecto de una de las tres resistencias; años más tarde, se comenzaría a trabajar con modelos que involucraban más de una resistencia; así, Kasten, et al., (1952) modelaron una columna de adsorción mediante dos ecuaciones diferenciales parciales (EDP): la ecuación del adsorbente con transporte difusivo, y la ecuación de continuidad para el soluto en el fluido acarreador considerando los términos de convección y transporte interfacial; adicionalmente consideraron una isoterma lineal de adsorción. Dicho modelo fue resuelto mediante una transformación doble de Laplace, o transformada iterada, que actúa sobre las variables adimensionales del tiempo, 
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, para obtener la concentración adimensional del efluente expresada como función de una suma infinita de integrales anidadas cuyo argumento contiene términos exponenciales y funciones modificadas de Bessel de primera especie y primer orden. El número de sumandos e integrales anidadas dependen directamente del número de raíces, 
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, (obtenidas a partir de una expresión trascendental periódica), por lo que el número de integrales anidadas contenidas en la solución exacta, también es infinito. La evaluación de dicha solución representa un problema muy difícil de resolver, aún considerando un número bastante limitado de raíces; los propios autores reconocen dicha dificultad.


En otro trabajo, Rosen (1952) reporta una solución exacta al mismo problema que el considerado por Kasten, et al., (1952) utilizando el teorema de Duhamel para obtener la concentración del soluto en el medio poroso, q, como una función de la concentración en la superficie de la partícula, 
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; posteriormente, utiliza la definición de concentración promedio en coordenadas esféricas para obtener la concentración sobre la superficie de la partícula porosa, y sustituirla en la ecuación diferencial ordinaria (EDO) de la fase fluida en el dominio de Laplace; dicha ecuación es resuelta para la concentración del fluido y este resultado es llevado al dominio del tiempo mediante la obtención de su transformada inversa de Laplace (TIL), la cual se resolvió considerando la primera trayectoria de Bromwich. Según Rosen, la existencia de un número infinito de singularidades esenciales provoca que la resolución de la TIL por residuos sea impráctica; el resultado: la concentración del efluente en términos de una integral infinita de lenta convergencia cuya evaluación requiere del desarrollo de una rutina numérica (reportada por Rosen en 1954), por consiguiente, Rosen presentó una aproximación a su solución exacta junto con una expresión de error.

Los resultados reportados por Rosen han sido fundamentales para muchos trabajos posteriores a él, tanto para fines comparativos, como para la revisión de algunos aspectos metodológicos empleados en la obtención de soluciones analíticas a modelos de columnas empacadas, vía transformada de Laplace. Así, Babcock, et al., (1966) resolvieron un modelo en el que se consideró el término de dispersión axial en la ecuación del fluido, y Rasmuson, et al., (1980) encontraron que la solución de Babcock era errónea cuando el coeficiente de dispersión longitudinal, DL, era grande, por lo que, basándose en la metodología de Rosen, obtuvieron una expresión para la concentración del efluente en términos de una integral infinita cuyo integrando es el producto de una función exponencial decreciente por una función trigonométrica, ambas escritas en términos de una raíz cuadrada que fue evaluada mediante el teorema de Moivre. Rasmuson, et al., (1981) generalizaron su resultado para un modelo en el que se involucran, además de los transportes difusivos al exterior e interior de la partícula, una tercera resistencia: la cinética de adsorción reversible. Los resultados que obtuvieron concuerdan con los de Rosen cuando DL = 0, y con los de Babcock únicamente para valores bajos de DL (valores altos del número de Peclet, Pe); no obstante, Rasmuson, et al., no consideraron que en el cálculo de la transformada inversa era necesario utilizar la segunda trayectoria de Bromwich debido a la presencia de puntos rama, como lo harían años más tarde, Huang, et al., (1984), al resolver un modelo para un reactor de lecho empacado en el que ocurre una reacción de primer orden. Está última solución es una de las más generales encontradas hasta el momento.

A pesar de las soluciones enunciadas anteriormente, y debido a las dificultades y largos tiempos de cálculo, fue necesario buscar nuevas aproximaciones; en ese contexto aparece el trabajo de Liaw, et al., (1979), quienes resolvieron el modelo planteado por Rosen (1952), considerando que el perfil de concentración intra-partícula es parabólico y haciendo uso de la definición de un promedio sobre la partícula porosa, para obtener la concentración del efluente en el dominio de Laplace como una función de una exponencial que es expandida en series de Taylor para finalmente llevar dicha solución al dominio del tiempo mediante el teorema de residuos.


Por otro lado, respecto a las soluciones numéricas, se tiene que Raghavan y Ruthven (1983) resuelven el modelo presentado por Rasmuson, et al., (1980) usando el método de colocación ortogonal para discretizar las dos EDP’s generando un sistema de EDO’s de primer orden, que resolvieron usando una rutina de integración numérica estándar. En general, los tiempos de cálculo hechos por Raghavan y Ruthven son menores que los realizados por Rasmuson, et al. Posteriormente, Chen y Hsu (1987) emplearon un algoritmo basado en la transformada rápida de Fourier para invertir la expresión de la concentración del efluente en el dominio de Laplace y así obtener las curvas de ruptura de columnas de adsorción de lecho fijo.

Además de los trabajos mencionados anteriormente, existen dos que pueden ser considerados como los antecedentes directos del presente trabajo de investigación, uno de ellos es el realizado por Serna,  (1990) en el cual se obtiene, a partir del método del promedio volumétrico, un modelo de una columna de adsorción constituida de dos ecuaciones de medio efectivo para las fases fluido y partícula porosa respectivamente; tal modelo fue resuelto mediante un algoritmo de inversión numérica de transformadas de Laplace basado en la cuadratura de Gauss-Legendre. El otro antecedente directo es el desarrollado por Ochoa Tapia y Álvarez Calderón (1996), en el que se propone una metodología para facilitar la obtención de curvas de ruptura. Dicha metodología consiste en la localización de la zona de cambios abruptos de concentración del soluto a partir de resolver un modelo cromatográfico para una alimentación de tipo pulso infinito y, con dicha solución analítica, establecer y eficientizar las rutinas de integración numéricas necesarias para la solución de problemas con condiciones de frontera más complejas (señal de escalón y pulso finito) eligiendo el paso de integración o los incrementos en función de la zona de cambios abruptos. También es posible resolver problemas más complejos mediante métodos numéricos estableciendo mallas computacionales variables que tomen en cuenta dicha zona de cambios abruptos, lo cual se traduce en una disminución del tiempo de cómputo.

En años recientes se han generado muy diversos trabajos acerca del uso y solución de  modelos, algunos de ellos considerando relaciones de equilibrio de adsorción no lineales [Zenhäusern, et al., (1998); Dünnebier, et al., (2000)]; otros, en el análisis y simulación de columnas cromatográficas para la separación de enantiómeros y proteínas [Krzysztof, et al., 2002., Montesinos, et al., 2004].


Sin embargo, los modelos  empleados en muchos trabajos actuales, así como las soluciones reportadas por los mismos, están basados en los modelos y soluciones reportados décadas anteriores; por ejemplo: Li, et al., (2003), han trabajado sobre la modificación de las soluciones: analítica, reportada por Rasmuson, et al., (1980) y la aproximada de Liaw, et al., (1979), con la finalidad de obtener las curvas de ruptura para columnas de adsorción empacadas con partículas adsorbentes de núcleo inerte; cabe señalar que el modelo empleado para este tipo de sistemas, es similar a los utilizados por los autores citados con anterioridad, con la diferencia de que la condición de frontera del centro de la partícula es cambiada a un radio diferente de cero, Rc.


En resumen: se han citado algunas de las referencias clásicas encontradas en la literatura, a fin de presentar un panorama general respecto a las diversas soluciones (analíticas y numéricas), encontradas para modelos de columnas empacadas, ya que algunas de las ideas y resultados obtenidos en dichas investigaciones serán utilizadas en el desarrollo del presente trabajo.

1.3.- Justificación del proyecto

A pesar del amplio estudio de las columnas de lecho empacado, se tiene que para modelos que involucran más de una resistencia, las soluciones analíticas encontradas son dependientes de una integral infinita de lenta convergencia que no puede ser resuelta analíticamente, por lo que es necesario hacer uso de algún algoritmo numérico cuyo cálculo puede ser complicado debido a la naturaleza de la integral oscilatoria. Por otra parte, también existe una problemática en la implementación y adecuación de los métodos numéricos estándares a la solución de los problemas de columnas empacadas debido a su propensión al mal condicionamiento numérico y a la falta de criterios sistemáticos para implementar dichas rutinas numéricas; lo anterior, aunado a la dificultad de localizar la zona donde se presentan los frentes de ruptura, se traduce en mayores tiempos de cálculo y/o en la posibilidad de perder los detalles en el seguimiento de los mismos [Ochoa Tapia, y Álvarez Calderón, 1996]. Por ello, se han desarrollado soluciones aproximadas como la de Liaw, et al., (1979) como una alternativa viable para simplificar los tiempos de cálculo, la cual produce resultados aceptables para muchos casos prácticos.

De cualquier modo es preferible obtener una solución analítica completa ya que ésta representa en sí, una función explícita de la variable que se desea calcular, en este caso la concentración, con respecto a los diversos parámetros involucrados en el modelo: tiempo y posición axial. La obtención de una solución de este tipo, implica mayor rapidez y exactitud de los cálculos; permite hacer un análisis cualitativo respecto al comportamiento de la variable de interés y, finalmente, facilita la obtención de las curvas de ruptura.

El propósito de este trabajo es obtener una solución analítica completa a un modelo de dos ecuaciones (EDP) representativa de una columna empacada por partículas de adsorbente, en el que no se considera la dispersión axial en la fase móvil, pero sí toma en cuenta los efectos difusivos en el sólido poroso, y el flux interfacial; además, se ha considerado una isoterma lineal de adsorción. La solución obtenida, quedará en función de una suma infinita de sumas anidadas, cuya evaluación requiere del truncamiento de dicha suma, lo cual puede hacerse considerando un número finito de raíces 
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; sin embargo, se ha eliminado el problema de tener que implementar algún tipo de algoritmo de integración numérica.









Fig. 1.1.- Columnas cromatográficas: a) Empacada: Rellena con sólido  poroso  (d = 3 a 6 mm, L = 0,5 m a 5 m).



b) Capilar: Paredes internas recubiertas con una película fina de líquido o sólida  (d = 0,1 a 0,5 mm, L = 5 m a 100 m).
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Fig. 1.4.- Comportamiento de una columna cromatográfica descritas mediante curvas de ruptura para los siguientes casos: a) el flujo en la columna es de tipo tapón, y el soluto no penetra en la partícula, b) existe dispersión axial, c) se presenta la adsorción, d) existe adsorción, difusión, y el flujo es no ideal.
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� La adsorción es un fenómeno de superficie mediante el cual las moléculas de un soluto se concentran en una superficie sólida por la acción de fuerzas intermoleculares entre el soluto y el sólido. 







�  La información de esta sección y la siguiente (1.1.2 y 1.1.3 respectivamente), está basada fundamentalmente en la siguiente referencia: Tejada M. A.; Montesinos R. M., y Guzmán R., Bioseparaciones; (Ver Referencias Bibliográficas).
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CariTuLo 1

INTRODUCCION

1.1.- Generalidades

1.1.1.- Conceptos bésicos de cromatografia

Dentro de los procesos de separacion mas importantes en la ingenieria quimica se encuentran las
operaciones que incluyen transporte de materia a traves de un tubo empacado (fig. 1.1). La
cromatografia por elusion es una de las operaciones de recuperacion, separacion, cuantificacion y
purificacion mas utilizadas en la quimica fina, farmacéutica y areas afines, que se fundamenta en la
adsorcion selectiva de los componentes de una mezcla en fase vapor o liquida que es transportada por
un gas acarreador (fase movil) que fluye a través de una columna empacada con un sélido poroso (fase
estacionaria) en el que se lleva a cabo la separacion debido a las diferentes velocidades de adsorcion*
especificas de cada componente, por lo que es posible, mediante un detector de solutos a la salida de la

columna, obtener las curvas caracteristicas para cada componente a diferentes tiempos [McNair, 1981].

Sl

Fig. 1.1.- Columnas cromatograficas: a) Empacada: Rellena con solido poroso (d=3a6mm,L=0,5ma5m).
b) Capilar: Paredes internas recubiertas con una pelicula fina de liquido o sdlida (d=0,1a0,5 mm, L =5 ma 100 m).

! La adsorcion es un fenémeno de superficie mediante el cual las moléculas de un soluto se concentran en una superficie
solida por la accion de fuerzas intermoleculares entre el soluto y el sélido.



Gasa abierta al tiempo Introduccién

La cromatografia permite la separacién de mezclas concentradas para la obtencion de uno o varios
solutos de interés con una alta pureza; por lo anterior se ha extendido su uso en la ingenieria quimicay,

por consiguiente, se ha incrementado su estudio tedrico y experimental.

Uno de los aspectos mas estudiados es el desarrollo y solucién de modelos matematicos para el disefio,
simulacion, optimizacion, y control de las columnas cromatogréaficas. Dichos modelos son establecidos
mediante ecuaciones de conservacion de masa, leyes de equilibrio interfacial, expresiones cinéticas de

adsorcion, y condiciones de frontera e iniciales, [Tejeda, et al., 1995].

Las soluciones de dichos modelos permiten calcular la concentracion del efluente como funcién de la
posicion (axial) en la columna a un tiempo fijo (perfiles de concentracion) y/o la variacién de la
concentracion con respecto al tiempo en una posicion fija de la columna, que al graficarse genera las
llamadas curvas de ruptura y su prediccion permite conocer algunas variables importantes como son:
concentracion de soluto al final de la adsorcién, tiempo necesario para llevar a cabo el proceso,

cantidad de adsorbente necesario, longitud de la columna, etc., [Tejeda, et al., 1995].

1.1.2.- Curvas de ruptura y perfiles de concentracién?

Para describir el comportamiento de la adsorcién en una columna se han de utilizar gréficas de
variacion de la concentracion de soluto a la salida de la columna con respecto al tiempo y a la posicion,

por lo que resulta conveniente hacer una breve descripcion de las mismas.

Tanto en las curvas de ruptura como en los perfiles de concentracion del efluente a un tiempo fijo para
una alimentacién continua y constante (que puede ser representada por una funcién escalén) es posible
distinguir tres zonas caracteristicas [Tejeda, et al]: la zona de equilibrio, ZE; de transferencia de masa,

ZTM; y la zona no utilizada, ZNU, (Fig. 1.2). En la primera zona, ZE, la concentracion de soluto

adsorbido se encuentra en equilibrio con la concentracion de soluto en la fase liquida, g = f (C, ) (la

funcionalidad f depende del tipo de equilibrio), es decir la concentracion permanece practicamente

% La informacion de esta seccion y la siguiente (1.1.2 y 1.1.3 respectivamente), est4 basada fundamentalmente en la
siguiente referencia: Tejada M. A.; Montesinos R. M., y Guzman R., Bioseparaciones; (Ver Referencias Bibliogréficas).
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constante. Luego sigue la zona de transferencia de masa, ZTM; en ella, la concentracion comienza a
variar considerablemente a través de una pequefia seccidon de la columna. Finalmente, se encuentra la
zona no utilizada, ZNU, que corresponde a la seccién de la columna en la que no se ha presentado la

adsorcion (la concentracion de soluto en el adsorbente es igual a la que tenia inicialmente).

ZE ZTM ZNU

1.0 pesssssag,
0.8 |- %

0.6

0.4-- \Q
0.2 \&
1 \

0.0 . , . , cssprsspasspacapons
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Posicién adimencional, Z

Concentracion adimensional del efluente

Fig. 1.2.- Perfiles de concentracién para una alimentacién
de tipo escaldn unitario.

Con el transcurso del tiempo la zona ZE va ocupando toda la columna, mientras que la zona ZTM se
acerca a la salida de la columna y la ZNU tiende a desaparecer. Haciendo un analisis de la variacion de
la concentracion del efluente a la salida de la columna con respecto al tiempo (figura 1.3) se pueden

observar tres eventos importantes:

1.- Para tiempos menores a tg, cuando la ZTM adn no llega a la salida de la columna, la concentracion

de soluto en la solucidn a la salida de la columna es practicamente cero.

2.- En el tiempo de ruptura tg la ZTM ha alcanzado la salida de la columna, y por lo tanto la
concentracion de soluto en la solucién de salida comienza a tomar un valor diferente de cero, yg, que €s
el valor de disefio en una columna de adsorcion. Este valor es la maxima concentracion de soluto
permitida en la solucion de salida y representa las pérdidas de soluto tolerables en el proceso. El tiempo

tr marca la terminacion del ciclo de adsorcion.
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3.-. Finalmente en caso de continuar la operacion, la concentracion de soluto en la solucion de salida

seguird incrementandose hasta igualar la concentracion de soluto del flujo alimentado en la columna.
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Fig. 1.3.- Curvas de ruptura tedricas para una alimentacién
de tipo escalon unitario (6 = 0.075, y =0.3333, ¢ = 0.25).

Se han mencionado las zonas caracteristicas que se pueden encontrar en las curvas de ruptura para una
columna de adsorcién (o cromatografica) alimentada por un flujo constante (alimentacion de tipo
escaldon unitario). En la siguiente seccion se describen, a groso modo, cuatro comportamientos

generales de una columna cromatografica, y la manera en que se manifiestan en las curvas de ruptura.

1.1.3.- Comportamiento general de una columna cromatografica

Como se menciono en la seccion anterior, las curvas de ruptura permiten entender el comportamiento
de las columnas cromatograficas desde el punto de vista de las resistencias de transferencia de masa
involucradas en el proceso. Asi, es posible enumerar cuatro comportamientos generales de una

columna cromatogréfica:

1.- Un pulso inyectado a una columna no sufrird ningun cambio a la salida de la columna si: el flujo en
la columna es ideal o de tipo tapén, y los solutos no se adsorben ni se difunden en el adsorbente (Fig.
1.4a).
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2.- Un pulso inyectado a una columna donde existe cierto grado de flujo no ideal debido a un empaque
deficiente o a fendmenos de dispersion axial, pero sin adsorcién, presentara un tiempo de retencion
promedio igual al del pulso del caso anterior, pero con cierto grado de dispersion, lo cual se manifiesta

con un ensanchamiento del pico (y posible asimetria, Fig. 1.4b).

3.- Un pulso que contenga un soluto que pueda ser adsorbido, sufrird un retardo y un cierto grado de
dispersion al pasar por la columna. La dimension de estos efectos dependera de la naturaleza de la

adsorcion (Fig. 1.4c).

4.- Un pulso inyectado a una columna donde exista adsorcion y efectos de flujo no ideal
simultdneamente tendra un tiempo de retencion igual al del caso 3 pero el pico se ensanchara y tendera

a ser asimétrico debido a la mayor dispersion (Fig. 1.4d).

) AN

Fig. 1.4.- Comportamiento de una columna cromatogréafica descritas mediante curvas de ruptura para los siguientes
casos: a) el flujo en la columna es de tipo tapdn, y el soluto no penetra en la particula, b) existe dispersion axial, c)
se presenta la adsorcién, d) existe adsorcion, difusién, y el flujo es no ideal.
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En esta seccion se han descrito, brevemente, el marco tedrico basico para el entendimiento de las
curvas de ruptura, lo cual sera de valiosa utilidad en los analisis de resultados que se presentaran en los
altimos capitulos de este trabajo. En la seccion siguiente se hace una breve revision de las fuentes

bibliograficas mas relevantes usadas como base para el desarrollo del presente trabajo.

1.2.- Antecedentes

Los modelos de adsorcion mas completos encontrados en la literatura, involucran tres resistencias:
transporte del soluto desde el seno del fluido hasta la superficie de la particula adsorbente, difusién del
soluto a través de la particula porosa, y finalmente, la adsorcion de soluto llevada a cabo en los poros
del catalizador. En los primeros estudios se consider6 unicamente el efecto de una de las tres
resistencias; afios mas tarde, se comenzaria a trabajar con modelos que involucraban méas de una
resistencia; asi, Kasten, et al., (1952) modelaron una columna de adsorcion mediante dos ecuaciones
diferenciales parciales (EDP): la ecuacion del adsorbente con transporte difusivo, y la ecuacion de
continuidad para el soluto en el fluido acarreador considerando los términos de conveccién y transporte
interfacial; adicionalmente consideraron una isoterma lineal de adsorcion. Dicho modelo fue resuelto
mediante una transformacion doble de Laplace, o transformada iterada, que actla sobre las variables
adimensionales del tiempo, y=t-2z/v, y la coordenada de posicion axial, x=z/v, para obtener la
concentracion adimensional del efluente expresada como funcion de una suma infinita de integrales
anidadas cuyo argumento contiene términos exponenciales y funciones modificadas de Bessel de
primera especie y primer orden. El nimero de sumandos e integrales anidadas dependen directamente

del numero de raices, «;, (obtenidas a partir de una expresion trascendental periddica), por lo que el

numero de integrales anidadas contenidas en la solucion exacta, también es infinito. La evaluacion de
dicha solucion representa un problema muy dificil de resolver, ain considerando un nimero bastante

limitado de raices; los propios autores reconocen dicha dificultad.

En otro trabajo, Rosen (1952) reporta una solucion exacta al mismo problema que el considerado por

Kasten, et al., (1952) utilizando el teorema de Duhamel para obtener la concentracion del soluto en el

medio poroso, g, como una funcién de la concentracion en la superficie de la particula, g, = f (R, X,0);
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posteriormente, utiliza la definicién de concentracion promedio en coordenadas esféricas para obtener
la concentracién sobre la superficie de la particula porosa, y sustituirla en la ecuacion diferencial
ordinaria (EDO) de la fase fluida en el dominio de Laplace; dicha ecuacion es resuelta para la
concentracion del fluido y este resultado es llevado al dominio del tiempo mediante la obtencion de su
transformada inversa de Laplace (TIL), la cual se resolvié considerando la primera trayectoria de
Bromwich. Segln Rosen, la existencia de un nimero infinito de singularidades esenciales provoca que
la resolucion de la TIL por residuos sea impréactica; el resultado: la concentracion del efluente en
términos de una integral infinita de lenta convergencia cuya evaluacion requiere del desarrollo de una
rutina numérica (reportada por Rosen en 1954), por consiguiente, Rosen presentd una aproximacion a

su solucion exacta junto con una expresion de error.

Los resultados reportados por Rosen han sido fundamentales para muchos trabajos posteriores a él,
tanto para fines comparativos, como para la revision de algunos aspectos metodolégicos empleados en
la obtencion de soluciones analiticas a modelos de columnas empacadas, via transformada de Laplace.
Asi, Babcock, et al., (1966) resolvieron un modelo en el que se considero el término de dispersion axial
en la ecuacion del fluido, y Rasmuson, et al., (1980) encontraron que la solucion de Babcock era
erronea cuando el coeficiente de dispersion longitudinal, D, era grande, por lo que, basandose en la
metodologia de Rosen, obtuvieron una expresion para la concentracion del efluente en términos de una
integral infinita cuyo integrando es el producto de una funcidn exponencial decreciente por una funcion
trigonométrica, ambas escritas en términos de una raiz cuadrada que fue evaluada mediante el teorema
de Moivre. Rasmuson, et al., (1981) generalizaron su resultado para un modelo en el que se involucran,
ademés de los transportes difusivos al exterior e interior de la particula, una tercera resistencia: la
cinética de adsorcién reversible. Los resultados que obtuvieron concuerdan con los de Rosen cuando
D =0, y con los de Babcock Gnicamente para valores bajos de D, (valores altos del nimero de Peclet,
Pe); no obstante, Rasmuson, et al., no consideraron que en el céalculo de la transformada inversa era
necesario utilizar la segunda trayectoria de Bromwich debido a la presencia de puntos rama, como lo
harian afilos mas tarde, Huang, et al., (1984), al resolver un modelo para un reactor de lecho empacado
en el que ocurre una reaccion de primer orden. Esta Gltima solucién es una de las mas generales

encontradas hasta el momento.
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A pesar de las soluciones enunciadas anteriormente, y debido a las dificultades y largos tiempos de
calculo, fue necesario buscar nuevas aproximaciones; en ese contexto aparece el trabajo de Liaw, et al.,
(1979), quienes resolvieron el modelo planteado por Rosen (1952), considerando que el perfil de
concentracion intra-particula es parabdlico y haciendo uso de la definicion de un promedio sobre la
particula porosa, para obtener la concentracion del efluente en el dominio de Laplace como una funcién
de una exponencial que es expandida en series de Taylor para finalmente llevar dicha solucién al

dominio del tiempo mediante el teorema de residuos.

Por otro lado, respecto a las soluciones numeéricas, se tiene que Raghavan y Ruthven (1983) resuelven
el modelo presentado por Rasmuson, et al., (1980) usando el método de colocacidon ortogonal para
discretizar las dos EDP’s generando un sistema de EDQO’s de primer orden, que resolvieron usando una
rutina de integracion numeérica estandar. En general, los tiempos de calculo hechos por Raghavan y
Ruthven son menores que los realizados por Rasmuson, et al. Posteriormente, Chen y Hsu (1987)
emplearon un algoritmo basado en la transformada réapida de Fourier para invertir la expresion de la
concentracion del efluente en el dominio de Laplace y asi obtener las curvas de ruptura de columnas de
adsorcion de lecho fijo.

Ademaés de los trabajos mencionados anteriormente, existen dos que pueden ser considerados como los
antecedentes directos del presente trabajo de investigacion, uno de ellos es el realizado por Serna,
(1990) en el cual se obtiene, a partir del método del promedio volumétrico, un modelo de una columna
de adsorcion constituida de dos ecuaciones de medio efectivo para las fases fluido y particula porosa
respectivamente; tal modelo fue resuelto mediante un algoritmo de inversion numérica de
transformadas de Laplace basado en la cuadratura de Gauss-Legendre. El otro antecedente directo es el
desarrollado por Ochoa Tapia y Alvarez Calderon (1996), en el que se propone una metodologia para
facilitar la obtencion de curvas de ruptura. Dicha metodologia consiste en la localizacion de la zona de
cambios abruptos de concentracion del soluto a partir de resolver un modelo cromatografico para una
alimentacion de tipo pulso infinito y, con dicha solucion analitica, establecer y eficientizar las rutinas
de integracién numéricas necesarias para la solucién de problemas con condiciones de frontera méas
complejas (sefial de escalon y pulso finito) eligiendo el paso de integracion o los incrementos en

funcién de la zona de cambios abruptos. También es posible resolver problemas méas complejos
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mediante métodos numéricos estableciendo mallas computacionales variables que tomen en cuenta

dicha zona de cambios abruptos, lo cual se traduce en una disminucién del tiempo de computo.

En afos recientes se han generado muy diversos trabajos acerca del uso y solucion de modelos,
algunos de ellos considerando relaciones de equilibrio de adsorcion no lineales [Zenh&usern, et al.,
(1998); Dinnebier, et al., (2000)]; otros, en el analisis y simulacion de columnas cromatograficas para
la separacion de enantiomeros y proteinas [Krzysztof, et al., 2002., Montesinos, et al., 2004].

Sin embargo, los modelos empleados en muchos trabajos actuales, asi como las soluciones reportadas
por los mismos, estan basados en los modelos y soluciones reportados décadas anteriores; por ejemplo:
Li, et al., (2003), han trabajado sobre la modificacion de las soluciones: analitica, reportada por
Rasmuson, et al., (1980) y la aproximada de Liaw, et al., (1979), con la finalidad de obtener las curvas
de ruptura para columnas de adsorcién empacadas con particulas adsorbentes de nucleo inerte; cabe
sefialar que el modelo empleado para este tipo de sistemas, es similar a los utilizados por los autores
citados con anterioridad, con la diferencia de que la condicion de frontera del centro de la particula es

cambiada a un radio diferente de cero, R..

En resumen: se han citado algunas de las referencias clasicas encontradas en la literatura, a fin de
presentar un panorama general respecto a las diversas soluciones (analiticas y numeéricas), encontradas
para modelos de columnas empacadas, ya que algunas de las ideas y resultados obtenidos en dichas

investigaciones seran utilizadas en el desarrollo del presente trabajo.

1.3.- Justificacion del proyecto

A pesar del amplio estudio de las columnas de lecho empacado, se tiene que para modelos que
involucran mas de una resistencia, las soluciones analiticas encontradas son dependientes de una
integral infinita de lenta convergencia que no puede ser resuelta analiticamente, por lo que es necesario
hacer uso de algun algoritmo numérico cuyo célculo puede ser complicado debido a la naturaleza de la
integral oscilatoria. Por otra parte, también existe una problematica en la implementacién y adecuacion

de los métodos numeéricos estandares a la solucion de los problemas de columnas empacadas debido a

10
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su propension al mal condicionamiento numeérico y a la falta de criterios sistematicos para implementar
dichas rutinas numéricas; lo anterior, aunado a la dificultad de localizar la zona donde se presentan los
frentes de ruptura, se traduce en mayores tiempos de célculo y/o en la posibilidad de perder los detalles
en el seguimiento de los mismos [Ochoa Tapia, y Alvarez Calderdn, 1996]. Por ello, se han
desarrollado soluciones aproximadas como la de Liaw, et al., (1979) como una alternativa viable para
simplificar los tiempos de calculo, la cual produce resultados aceptables para muchos casos practicos.

De cualquier modo es preferible obtener una solucién analitica completa ya que ésta representa en si,
una funcion explicita de la variable que se desea calcular, en este caso la concentracion, con respecto a
los diversos parametros involucrados en el modelo: tiempo y posicion axial. La obtencion de una
solucion de este tipo, implica mayor rapidez y exactitud de los calculos; permite hacer un analisis
cualitativo respecto al comportamiento de la variable de interés y, finalmente, facilita la obtencién de

las curvas de ruptura.

El propdsito de este trabajo es obtener una solucion analitica completa a un modelo de dos ecuaciones
(EDP) representativa de una columna empacada por particulas de adsorbente, en el que no se considera
la dispersion axial en la fase movil, pero si toma en cuenta los efectos difusivos en el solido poroso, y
el flux interfacial; ademas, se ha considerado una isoterma lineal de adsorcién. La solucion obtenida,

quedara en funcion de una suma infinita de sumas anidadas, cuya evaluacion requiere del truncamiento

de dicha suma, lo cual puede hacerse considerando un nimero finito de raices af; sin embargo, se ha

eliminado el problema de tener que implementar algin tipo de algoritmo de integracion numeérica.

11
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CAPITULO 2

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En el analisis de la operacion de una columna cromatografica se utilizan modelos para el disefio,
analisis de alternativas, optimizacion y/o para la obtencion de datos experimentales. Para la deduccion
de este tipo de modelos es necesario establecer los balances de materia sobre la columna

cromatografica, las condiciones iniciales y de frontera, asi las relaciones de equilibrio.

La finalidad de este proyecto es encontrar una solucion analitica para el modelo reportado por
Rasmuson y Neretnieks (1980) pero considerando el caso particular de que la dispersion axial es
insignificante (Pe>>1) y utilizando los pardmetros adimensionales presentados por Raghavan y
Ruthven (1983). Tal modelo puede ser Gtil en la descripcion de diversas operaciones como son: la
adsorcion, la cromatografia, e incluso podria extenderse a reactores de lecho fijo en los que se
considere una reaccion de primer orden, sin embargo, en este trabajo nos abocaremos especialmente al

estudio de la cromatografia.
A continuacién se presenta la revision de algunos conceptos fundamentales involucrados en el

desarrollo de dicho modelo, asi como las consideraciones y restricciones impuestas para la obtencion

del mismao.
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CAPÍTULO 2

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En el análisis de la operación de una columna cromatográfica se utilizan modelos para el diseño, análisis de alternativas, optimización y/o para la obtención de datos experimentales. Para la deducción de este tipo de modelos es necesario establecer los balances de materia sobre la columna cromatográfica, las condiciones iniciales y de frontera, así las relaciones de equilibrio.

La finalidad de este proyecto es encontrar una solución analítica para el modelo reportado por Rasmuson y Neretnieks (1980) pero considerando el caso particular de que la dispersión axial es insignificante (
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) y utilizando los parámetros adimensionales presentados por Raghavan y Ruthven (1983). Tal modelo puede ser útil en la descripción de diversas operaciones como son: la adsorción, la cromatografía, e incluso podría extenderse a reactores de lecho fijo en los que se considere una reacción de primer orden, sin embargo, en este trabajo nos abocaremos especialmente al estudio de la cromatografía.


A continuación se presenta la revisión de algunos conceptos fundamentales involucrados en el desarrollo de dicho modelo, así como las consideraciones y restricciones impuestas para la obtención del mismo.

2.1.- Marco teórico

2.1.1- Mecanismos de transporte involucrados en el proceso de adsorción


El desarrollo de modelos de procesos basados en la adsorción conlleva a considerar las diferentes resistencias a la transferencia de masa presentes en dicho proceso a fin de obtener la velocidad efectiva de adsorción (necesaria para conocer el tiempo requerido para alcanzar una separación); lo anterior involucra el uso de coeficientes de transferencia de masa. Los pasos característicos en el proceso global de adsorción son los siguientes:

1. Difusión del soluto del seno del fluido a través de una película de líquido que rodea al adsorbente.

2. Difusión del soluto hacia el interior del adsorbente (medio poroso).


3. Reacción reversible del soluto con el adsorbente (la reacción puede involucrar adsorción, reacción y desorción de la superficie).


4. Contradifusión del soluto en la partícula hacia la superficie del adsorbente.


5. Contradifusión del soluto de la superficie del adsorbente hacia el seno del líquido a través de la película de líquido.


2.1.2.- Isoterma de adsorción lineal

Para estimar algunos resultados de interés en los procesos cromatográficos y de adsorción tales como la cantidad de adsorbente requerido o el grado de purificación que puede ser alcanzado, es necesario conocer datos de equilibrio que pueden expresarse mediante isotermas de adsorción. En la literatura se pueden encontrar algunos tipos básicos de isotermas, como son: de Freundlich (que se presentan en adsorción por intercambio iónico), de Langmuir (que ocurre comúnmente en los sistemas por afinidad), y la lineal. En este trabajo se utilizará la isoterma lineal que está dada por:
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Donde q es la cantidad de soluto adsorbida por cantidad de adsorbente, C es la concentración de soluto en la solución y
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 es la constante de equilibrio.


En la literatura se pueden encontrar diversos modelos en los que se emplean las isotermas lineales debido a que esto hace que la solución de dichos modelos sea más sencilla. El empleo de este tipo de equilibrio se puede justificar si se toma en cuenta que en la cromatografía se trabaja generalmente con muy pequeñas cantidades de muestra, por lo que es posible aproximar las otras isotermas en la región de baja concentración de soluto (zona de comportamiento casi lineal). Sin embargo esta suposición tiene sus limitaciones, especialmente en sistemas cromatográficos muy selectivos como los de afinidad, o en sistemas basados en otros principios como la cromatografía por desplazamiento y la de cambio cíclico de la zona de adsorción.

2.2.- Balances de materia


A fin de obtener un modelo general de una columna cromatográfica, es necesario considerar los balances de materia en las regiones del fluido y del medio poroso, además de incluir los efectos de cualquiera de las resistencias mencionadas en las secciones anteriores, o una combinación de ellas y la relación de equilibrio. A continuación se presentan dichos balances, así como las consideraciones y restricciones supuestas para la obtención de los mismos.

2.2.1.- Balance de masa en la región fluida


Para establecer los balances de materia se han de tomar en cuenta las siguientes restricciones:

· La caída de presión en la columna es despreciable y el sistema es isotérmico.


· Las partículas se consideran esféricas y del mismo tamaño.


· Las propiedades fisicoquímicas se mantienen constantes (difusividad, densidad, etc.).


· No existe reacción química y se considera una isoterma de adsorción de tipo lineal.


Tomando como elemento de volumen a una sección transversal de la columna, como se indica en la figura 2.1a, se puede establecer el siguiente balance de materia para un soluto A:
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Despreciando los efectos radiales, el balance para la fase líquida queda como sigue:
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y tomando los límites cuando 
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(2.2.3)


donde, DL es el coeficiente de dispersión axial basado en el área transversal del lecho, Cf, es la concentración del soluto en la fase fluida, z es la coordenada axial sobre la cual se ha supuesto que ocurren los cambios y efectos importantes de transporte de materia a considerar, v es la velocidad promedio a la que se mueve el fluido, ( representa la fracción hueca del lecho (fuera de las partículas porosas) y R es la velocidad de transferencia de materia entre las fases por unidad de volumen del lecho, dada por:
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Para poder realizar el balance sobre el elemento de volumen anterior fue necesario considerar la hipótesis del continuo, la cual opera en sistemas homogéneos (donde las propiedades son constantes), a pesar de que dicho elemento de volumen está definido en un medio multifásico; esto es posible debido a que el balance de materia se realizó en función de una concentración promedio representativa del sistema (figuras 2.1a y 2.1b), así como de propiedades de transporte efectivas (constantes en el volumen considerado).

2.2.2.- Balance en el medio poroso

Debido a que el balance dado por la ecuación (2.2.3) está en función de la concentración de soluto en la partícula (en el término R), es necesario realizar un balance de materia sobre una partícula porosa como la seleccionada en la figura 2.1b, tomando un elemento de volumen en coordenadas esféricas (Fig. 2.1c), bajo la consideración de que los efectos importantes son difusivos y ocurren únicamente en dirección radial; tal balance queda expresado de la siguiente forma [Tejeda, et al., 2001]:
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(2.2.5)

donde Cp, es la concentración promedio del soluto en el medio poroso (Fig. 2.1d), dicho, D*eff es la difusividad efectiva, (p representa la fracción hueca en el medio poroso y r es la coordenada radial.


2.2.3.- Condiciones de frontera

El balance de materia en la interfase de las partículas porosas esféricas y el líquido que las rodea puede ser aproximado mediante la siguiente relación, 
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(2.2.6)


donde kf es el coeficiente de transferencia de masa y Rp es el radio de la partícula porosa. La ecuación (2.2.6) representa una resistencia interfacial, o una condición de salto entre las partículas porosas y el líquido que las rodea.

Considerando que la adsorción se lleva a cabo a una velocidad finita (no instantánea), se tiene que:





[image: image13.wmf]1


p


eq


qq


kC


tK


éù


¶


=-


êú


¶


êú


ëû



(2.2.7)


donde k1 es la constante cinética de adsorción (en el sentido directo), Keq es la constante de equilibrio de adsorción, Cp es la concentración de soluto en la partícula porosa y q es la concentración de soluto adsorbida en la superficie del sólido.


2.3.- Modelo a resolver

La mayor parte de los modelos de columnas de adsorción presentados en la literatura son formulados a partir de balances de materia como los presentados en la sección 2.2, sin embargo no presentan un desarrollo sistematizado en el que se justifique la contribución de algunos de los términos involucrados en los modelos; tampoco se reportan las restricciones bajo las cuales son válidos dichos modelos. Una complicación adicional es que, al realizar dichos balances de materia sobre sistemas multifásicos, se obtienen ecuaciones que son función de variables y parámetros promedio que no están definidos claramente.

Si bien es cierto que el propósito de este trabajo no es obtener un modelo en el que se definan claramente los aspectos anteriores, si es conveniente resaltar que una alternativa para resolver tales problemas es el empleo de una metodología matemática rigurosa: el promedio volumétrico; está herramienta permite obtener ecuaciones de medio efectivo (promedio) a partir de ecuaciones intrínsecas locales (puntuales) para cada fase [Whitaker, 1999], en el que las variables promedio están bien definidas; del uso de dicha herramienta es posible obtener expresiones matemáticas para el cálculo de propiedades efectivas, además de identificar las condiciones y restricciones bajo las cuales es válido el modelo obtenido. Al respecto, Serna (1990) trabajó en la modelación de una columna de adsorción mediante el promedio volumétrico considerando sólidos adsorbentes monodispersos y bidispersos, definiendo claramente la concentración promedio y los coeficientes efectivos de transporte involucrados en el modelo; por ejemplo, mediante dicho método, ha sido posible obtener una ecuación de medio efectivo similar a la expresión (2.2.5), a partir de un balance puntual en la fase fluida del medio poroso, obteniéndose, para un adsorbente monodisperso, la siguiente ecuación:
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(2.3.1)


No obstante, aunque la mayor parte de los modelos reportados en la literatura no han sido obtenidos mediante el promedio volumétrico, estos han sido ampliamente estudiados y son funcionales, además   las suposiciones y restricciones más importantes para su desarrollo pueden ser justificadas. El modelo a resolver en el presente trabajo está sujeto a las siguientes consideraciones: la adsorción puede ser representada por una isoterma lineal, la temperatura y presión permanecen constantes en la columna, y el efecto de dispersión axial puede despreciarse.

La consideración de una isoterma lineal de equilibrio se debe a que las columnas cromatográficas trabajan con muestras muy pequeñas (comúnmente del orden de microlitros: 3, 5, 10 y 20 l) por lo que la concentración del soluto de interés es lo suficientemente baja. Por otra parte, en casi todos los modelos de columnas de adsorción se consideran a la temperatura y presión como constantes. Esta condición es aproximada en algunos sistemas de adsorción líquida en las que el calor de adsorción es pequeño, en tanto que en los sistemas de adsorción de gas es cierto cuando el soluto alimentado está altamente diluido [Fogler, 1999].


Cuando el número de Peclet es muy grande Pe > 1000 el efecto de dispersión axial es despreciable. Lo anterior puede ocurrir cuando el término convectivo es mucho mayor que el dispersivo, por otra parte, la relación entre la altura y el diámetro de la columna es un factor que afecta la dispersión axial. En la mayoría de los adsorbedores de lecho fijo, esta relación es:  L/Dc 5, por lo que puede despreciarse el efecto de la dispersión axial en la ecuación de transporte del lecho, [Serna, 1990].


El modelo a resolver en el presente trabajo, es el reportado por Raghavan y Ruthven, (1983), con la suposición de que la dispersión axial es despreciable, y está dado por los siguientes balances:

Balance del soluto en el fluido:
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(2.3.2)
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(2.3.3b)


Balance del soluto en la partícula:
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(2.3.4)


que es similar a la ecuación (2.3.1) con la siguiente reasignación: 
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Condiciones iniciales y de frontera:
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(2.3.5c)


En el modelo anterior se ha considerado que el sistema puede ser descrito por una isoterma lineal tal que bajo condiciones de equilibrio, la concentración del material adsorbido en la superficie del sólido 
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(2.3.6)


donde K, es una constante de equilibrio efectiva definida por la ecuación anterior, [Rosen, 1952].

A fin de adimensionalizar el modelo dado por las ecuaciones (2.3.1)-(2.3.5) se definen las variables adimensionales de la siguiente manera:
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(2.3.7c)
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(2.3.7d)
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(2.3.7e)

Haciendo uso de las variables adimensionales anteriores, es posible reescribir el balance de materia para la fase fluido como:
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(2.3.8)

A fin de simplificar la notación y el análisis de la ecuación anterior es posible agrupar las propiedades y parámetros incluidos en dicha expresión mediante los siguientes parámetros adimensionales:

Parámetro de resistencia de película:
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Parámetro de longitud de lecho:
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(2.3.9b)


Relación de distribución:
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(2.3.9c)


Sustituyendo la serie de parámetros (2.3.9) en la ecuación (2.3.8) se obtiene la expresión:
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(2.3.10)

Análogamente, la ecuación de la partícula porosa (2.3.4) puede ser manipulada de la siguiente manera:
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(2.3.11)

y considerando adicionalmente:
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(2.3.12)

Sustituyendo el resultado anterior en la ecuación (2.3.11), y multiplicando el resultado por r se obtiene:
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(2.3.13)


La ecuación anterior puede rescribirse en forma adimensional (ver los cambios dados por 2.3.7):
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(2.3.14)

Las condiciones iniciales y de frontera de cada una de estas ecuaciones también pueden ser escritas en términos adimensionales, quedando expresadas como sigue:
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(2.3.15f)

Las ecuaciones (2.3.12), (2.3.14) y (2.3.15), conforman el modelo adimensional reportado por Raghavan y Ruthven (1983). En el siguiente capítulo se resolverá dicho modelo mediante el método de transformada de Laplace.
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Fig. 2.1.- Representación esquemática de una columna cromatográfica.
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Casa abierts altomp Planteamiento del problema

2.1.- Marco tedrico

2.1.1- Mecanismos de transporte involucrados en el proceso de adsorcion

El desarrollo de modelos de procesos basados en la adsorcidén conlleva a considerar las diferentes
resistencias a la transferencia de masa presentes en dicho proceso a fin de obtener la velocidad efectiva
de adsorcion (necesaria para conocer el tiempo requerido para alcanzar una separacién); lo anterior
involucra el uso de coeficientes de transferencia de masa. Los pasos caracteristicos en el proceso global

de adsorcidn son los siguientes:

1. Difusion del soluto del seno del fluido a través de una pelicula de liquido que rodea al
adsorbente.

2. Difusién del soluto hacia el interior del adsorbente (medio poroso).

3. Reaccion reversible del soluto con el adsorbente (la reaccion puede involucrar adsorcion,
reaccion y desorcion de la superficie).

4. Contradifusion del soluto en la particula hacia la superficie del adsorbente.
Contradifusion del soluto de la superficie del adsorbente hacia el seno del liquido a través de la

pelicula de liquido.

2.1.2.- Isoterma de adsorcion lineal

Para estimar algunos resultados de interés en los procesos cromatograficos y de adsorcidn tales como la
cantidad de adsorbente requerido o el grado de purificacién que puede ser alcanzado, es necesario
conocer datos de equilibrio que pueden expresarse mediante isotermas de adsorcion. En la literatura se
pueden encontrar algunos tipos basicos de isotermas, como son: de Freundlich (que se presentan en
adsorcion por intercambio iénico), de Langmuir (que ocurre comdnmente en los sistemas por afinidad),

y la lineal. En este trabajo se utilizard la isoterma lineal que est4 dada por:

q=K,C (2.1.1)

eq
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Casa abierts altomp Planteamiento del problema

Donde g es la cantidad de soluto adsorbida por cantidad de adsorbente, C es la concentracién de soluto

en la solucion y K, es la constante de equilibrio.

En la literatura se pueden encontrar diversos modelos en los que se emplean las isotermas lineales
debido a que esto hace que la solucién de dichos modelos sea mas sencilla. EI empleo de este tipo de
equilibrio se puede justificar si se toma en cuenta que en la cromatografia se trabaja generalmente con
muy pequefias cantidades de muestra, por lo que es posible aproximar las otras isotermas en la region
de baja concentracion de soluto (zona de comportamiento casi lineal). Sin embargo esta suposicion
tiene sus limitaciones, especialmente en sistemas cromatograficos muy selectivos como los de afinidad,
0 en sistemas basados en otros principios como la cromatografia por desplazamiento y la de cambio

ciclico de la zona de adsorcion.

2.2.- Balances de materia

A fin de obtener un modelo general de una columna cromatografica, es necesario considerar los
balances de materia en las regiones del fluido y del medio poroso, ademas de incluir los efectos de
cualquiera de las resistencias mencionadas en las secciones anteriores, 0 una combinacion de ellas y la
relacion de equilibrio. A continuacion se presentan dichos balances, asi como las consideraciones y

restricciones supuestas para la obtencion de los mismos.

2.2.1.- Balance de masa en la region fluida

Para establecer los balances de materia se han de tomar en cuenta las siguientes restricciones:

e Lacaida de presion en la columna es despreciable y el sistema es isotérmico.
e Las particulas se consideran esféricas y del mismo tamafio.
e Las propiedades fisicoguimicas se mantienen constantes (difusividad, densidad, etc.).

e No existe reaccion quimica y se considera una isoterma de adsorcién de tipo lineal.

14



Casa abierts altomp Planteamiento del problema

Tomando como elemento de volumen a una seccion transversal de la columna, como se indica en la

figura 2.1a, se puede establecer el siguiente balance de materia para un soluto A:

e N e
Velocidad Velocidad Velocidad
de acumulacion — de entrada de . 2 de salida de N
de soluto en la - soluto por - soluto por
fase liquida _ conveccion | _ conveccion (2.2.1)
e . 3N e . N .
Velocidad Velocidad Velocidad de
+ < de entrada de . 2 de salida de . adsorcion de
soluto por - soluto por - soluto por el
dispersion dispersion medio poroso
~ J ~ J
Despreciando los efectos radiales, el balance para la fase liquida queda como sigue:
EAVC,| —£AVC| oC, oC,
Lot t=vCA| ~vCA| +|-D, Al -| -D, Al —RAV (2.2.2)
At z z+Az 0z , 0z ns
y tomando los limites cuando AV =AzA— 0 esdecir Az— 0 y At — 0, se obtiene:
0C, oC’? 0C,
£ =D —5-v -R (2.2.3)
ot 0z 0z

donde, D. es el coeficiente de dispersion axial basado en el area transversal del lecho, C; es la
concentracion del soluto en la fase fluida, z es la coordenada axial sobre la cual se ha supuesto que
ocurren los cambios y efectos importantes de transporte de materia a considerar, v es la velocidad
promedio a la que se mueve el fluido, & representa la fraccion hueca del lecho (fuera de las particulas
porosas) Y R es la velocidad de transferencia de materia entre las fases por unidad de volumen del

lecho, dada por:

| (2.2.4)
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T T T
, <7s
W 3 ‘] —> )
' |
I
z=0
Salida de A Entrada de A
por difusion por difusion
Entradade A | » Salidas de A

por conveccion por conveccion

b) Concentracidn promedio
en fase liquida del soluto

Az

a) Componentes del balance de masa para
un soluto A, en un elemento de volumen

- Interfase entre las Soluto en el
regiones liquidas y ligquido dentro
............... ~_ ¢ q
porosas de los poros
¢) Elemento de volumen de una d) Concentracién promedio del
particula esférica de espesor Ar soluto en el medio poroso

Fig. 2.1.- Representacion esquematica de una columna cromatogréfica.
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Para poder realizar el balance sobre el elemento de volumen anterior fue necesario considerar la
hipétesis del continuo, la cual opera en sistemas homogéneos (donde las propiedades son constantes), a
pesar de que dicho elemento de volumen esta definido en un medio multifasico; esto es posible debido
a que el balance de materia se realizé en funcidn de una concentracion promedio representativa del
sistema (figuras 2.1a y 2.1b), asi como de propiedades de transporte efectivas (constantes en el

volumen considerado).

2.2.2.- Balance en el medio poroso

Debido a que el balance dado por la ecuacion (2.2.3) esta en funcion de la concentracién de soluto en la
particula (en el término R), es necesario realizar un balance de materia sobre una particula porosa como
la seleccionada en la figura 2.1b, tomando un elemento de volumen en coordenadas esféricas (Fig.
2.1c), bajo la consideracion de que los efectos importantes son difusivos y ocurren Unicamente en

direccion radial; tal balance queda expresado de la siguiente forma [Tejeda, et al., 2001]:

oC . 0|10C oq
i A [ X Y C P L 225
“ ot e“arL or } (1-4)% (2.29)

donde C,, es la concentracion promedio del soluto en el medio poroso (Fig. 2.1d), dicho, D i €s la

difusividad efectiva, &, representa la fraccion hueca en el medio poroso y r es la coordenada radial.

2.2.3.- Condiciones de frontera

El balance de materia en la interfase de las particulas porosas esféricas y el liquido que las rodea puede

ser aproximado mediante la siguiente relacion,

o 25,
o or

R) (2.2.6)

r=R,
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donde k; es el coeficiente de transferencia de masa y R, es el radio de la particula porosa. La ecuacion
(2.2.6) representa una resistencia interfacial, o una condicién de salto entre las particulas porosas y el

liquido que las rodea.

Considerando que la adsorcién se lleva a cabo a una velocidad finita (no instantanea), se tiene que:

o9 q
—=k|C,—— 2.2.7
pral (2.2.7)

donde k; es la constante cinética de adsorcion (en el sentido directo), Ke €s la constante de equilibrio
de adsorcion, C, es la concentracion de soluto en la particula porosa y q es la concentracion de soluto

adsorbida en la superficie del sélido.

2.3.- Modelo a resolver

La mayor parte de los modelos de columnas de adsorcion presentados en la literatura son formulados a
partir de balances de materia como los presentados en la seccion 2.2, sin embargo no presentan un
desarrollo sistematizado en el que se justifique la contribucion de algunos de los términos involucrados
en los modelos; tampoco se reportan las restricciones bajo las cuales son validos dichos modelos. Una
complicacion adicional es que, al realizar dichos balances de materia sobre sistemas multifasicos, se
obtienen ecuaciones que son funcidén de variables y parametros promedio que no estan definidos

claramente.

Si bien es cierto que el proposito de este trabajo no es obtener un modelo en el que se definan
claramente los aspectos anteriores, si es conveniente resaltar que una alternativa para resolver tales
problemas es el empleo de una metodologia matematica rigurosa: el promedio volumétrico; esta
herramienta permite obtener ecuaciones de medio efectivo (promedio) a partir de ecuaciones
intrinsecas locales (puntuales) para cada fase [Whitaker, 1999], en el que las variables promedio estan
bien definidas; del uso de dicha herramienta es posible obtener expresiones matematicas para el calculo

de propiedades efectivas, ademas de identificar las condiciones y restricciones bajo las cuales es valido

18



Casa abierts altomp Planteamiento del problema

el modelo obtenido. Al respecto, Serna (1990) trabajé en la modelacion de una columna de adsorcion
mediante el promedio volumétrico considerando sélidos adsorbentes monodispersos y bidispersos,
definiendo claramente la concentracién promedio y los coeficientes efectivos de transporte
involucrados en el modelo; por ejemplo, mediante dicho método, ha sido posible obtener una ecuacion
de medio efectivo similar a la expresion (2.2.5), a partir de un balance puntual en la fase fluida del

medio poroso, obteniéndose, para un adsorbente monodisperso, la siguiente ecuacion:

(2.3.1)

oC, . 1a[ ocC
[gp+(1—gp)Keq]a—tF’=Ddf?5{r8—rp}

No obstante, aunque la mayor parte de los modelos reportados en la literatura no han sido obtenidos
mediante el promedio volumétrico, estos han sido ampliamente estudiados y son funcionales, ademas
las suposiciones y restricciones mas importantes para su desarrollo pueden ser justificadas. EI modelo a
resolver en el presente trabajo estd sujeto a las siguientes consideraciones: la adsorcion puede ser
representada por una isoterma lineal, la temperatura y presion permanecen constantes en la columna, y

el efecto de dispersion axial puede despreciarse.

La consideracion de una isoterma lineal de equilibrio se debe a que las columnas cromatogréficas
trabajan con muestras muy pequefias (cominmente del orden de microlitros: 3, 5, 10 y 20 z) por lo
que la concentracion del soluto de interés es lo suficientemente baja. Por otra parte, en casi todos los
modelos de columnas de adsorcién se consideran a la temperatura y presién como constantes. Esta
condicion es aproximada en algunos sistemas de adsorcion liquida en las que el calor de adsorcion es
pequefio, en tanto que en los sistemas de adsorcién de gas es cierto cuando el soluto alimentado esta
altamente diluido [Fogler, 1999].

Cuando el nimero de Peclet es muy grande Pe > 1000 el efecto de dispersion axial es despreciable. Lo
anterior puede ocurrir cuando el término convectivo es mucho mayor que el dispersivo, por otra parte,
la relacion entre la altura y el diametro de la columna es un factor que afecta la dispersion axial. En la
mayoria de los adsorbedores de lecho fijo, esta relacion es: L/D.> 5, por lo que puede despreciarse el

efecto de la dispersion axial en la ecuacion de transporte del lecho, [Serna, 1990].
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El modelo a resolver en el presente trabajo, es el reportado por Raghavan y Ruthven, (1983), con la

suposicion de que la dispersién axial es despreciable, y esta dado por los siguientes balances:

Balance del soluto en el fluido:

oc, oC _e) K Gl
Cept o g(lzE) Kl e, (2.3.2)
ot 0z e )R, K
Cuando t=0 C,;=0 para z>1 (2.3.33)
En z=0 C, =G para t>0 (2.3.3b)
Balance del soluto en la particula:
oC D oC
o _ Dt 0| p20%0 (2.3.4)
ot r or or
. . . o Dy
que es similar a la ecuacion (2.3.1) con la siguiente reasignacion: Dy, =
g, +(1-¢,) Ky
Condiciones iniciales y de frontera:
Cuando t=0 C,=0 para 0<r< R, (2.3.58)
oC,
En r=0 p =0 para t>0 (2.3.5b)
r
an Cp r=R,
En r=R, — Dy pe =K, K C, para 720 (2.3.5¢)
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En el modelo anterior se ha considerado que el sistema puede ser descrito por una isoterma lineal tal

que bajo condiciones de equilibrio, la concentracion del material adsorbido en la superficie del sélido

Cols esta dada por la siguiente ecuacion:
P

C. | =KC (2.3.6)
donde K, es una constante de equilibrio efectiva definida por la ecuacion anterior, [Rosen, 1952].

A fin de adimensionalizar el modelo dado por las ecuaciones (2.3.1)-(2.3.5) se definen las variables

adimensionales de la siguiente manera:

Dy t Rzr
. A (2.3.72)
R Dy
z
Z=E - z=7ZL (2.3.7b)
QEZRL = r=¢R, (2.3.7¢)
P
Cy
Ui=5- = C=GU, (2.3.7d)
0
CP
U= = G,=GU, (2.3.7¢)
0

Haciendo uso de las variables adimensionales anteriores, es posible reescribir el balance de materia

para la fase fluido como:

e o e, g

: )
R or L oz e ) R &
oU = e\ kR Usl.
Ik T :—3K(—€j T® 1y, - p‘“ (2.3.8)
or Dyl oz e ) DgK K
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A fin de simplificar la notacion y el analisis de la ecuacion anterior es posible agrupar las propiedades y

parametros incluidos en dicha expresién mediante los siguientes parametros adimensionales:

k. R
Parametro de resistencia de pelicula: o= Df Iz (2.3.93)
(Sherwood Modificado) o
2
] . vR &
Parametro de longitud de lecho: 0=— L2 (2.3.9b)
Dy LK (1—-¢)
., C o, l-¢
Relacion de distribucion: v =K (—) (2.3.9¢)
&

Sustituyendo la serie de parametros (2.3.9) en la ecuacion (2.3.8) se obtiene la expresion:

U, au, Uyl

+0 =-3 U; -
= V> w | Uy

(2.3.10)

Analogamente, la ecuacién de la particula porosa (2.3.4) puede ser manipulada de la siguiente manera:

oC, _ Dy o oC, _ D o oC, L p2 ach _ D Zacp o ach (2.3.11)
ot r® or or r’ or or? r or or?
y considerando adicionalmente:
o*(rC o(rC o(C oC 0°C
#e) o[ ofe , AC)] o€, o
or or or or or or or

Sustituyendo el resultado anterior en la ecuacion (2.3.11), y multiplicando el resultado por r se obtiene:

0 (rfp) _p, [pr)] (2.3.13)
ot or
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La ecuacion anterior puede rescribirse en forma adimensional (ver los cambios dados por 2.3.7):

o(&Y,) _°(sY,)

= o (2.3.14)

Las condiciones iniciales y de frontera de cada una de estas ecuaciones también pueden ser escritas en

términos adimensionales, quedando expresadas como sigue:

U;(Z,7=0)=0 para Z>0 (2.3.15a)
U(Z2=07)=1 cuando >0 (2.3.15h)
Ui (Z—>0,7)=0 cuando >0 (2.3.15c¢)
U,(&,7=0)=0 para Z>0 (2.3.15d)
ou,
=0 cuando >0 (2.3.15e)
o¢
1 U, Uy,
— =¢|U, — en =1 ara >0 2.3.15f
K o¢ ¢ U K 4 p T ( )

Las ecuaciones (2.3.12), (2.3.14) y (2.3.15), conforman el modelo adimensional reportado por
Raghavan y Ruthven (1983). En el siguiente capitulo se resolvera dicho modelo mediante el método de

transformada de Laplace.
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CAriTULO 3

DESARROLLO DE LA SOLUCION ANALITICA

En este capitulo se presenta el desarrollo para la obtencion de una solucion analitica del modelo de
Raghavan y Ruthven constituido por dos ecuaciones diferenciales parciales (EDP) acopladas que seran

resueltas mediante la transformada de Laplace.

Este capitulo se ha organizado de la siguiente manera: en la seccién 3.1 se resuelve el modelo de
interés considerando un promedio de la concentracion de soluto en la particula porosa suponiendo que
el perfil de dicha concentracion es parabolico; lo anterior simplifica bastante el problema original,
obteniéndose un resultado aproximado que ya ha sido reportado por Liaw (1979). La metodologia
presentada en esta seccion tiene la finalidad de mostrar algunas de las ideas basicas del desarrollo que

serd empleado en la seccion 3.2, en el que se obtendra la solucion completa del modelo de interés.

La seccién 3.2 esta subdividida en tres partes. En la primera seccion, 3.2.1, se presenta el desarrollo
matematico detallado para la obtencion de una solucion analitica completa para la concentracion del
fluido. En dicho desarrollo, el problema medular es la transformacion de la concentracién del fluido del
dominio de Laplace al dominio del tiempo, lo cual implica el uso del teorema de residuos, asi como el
uso de expansiones en series de Taylor para obtener una solucion que es una funcion de sumas infinitas
anidadas. Dicha solucion es simplificada en la seccion 3.2.2 a fin de que pueda ser calculable, para ello
se hace una aproximacion de la solucion completa truncando la seria infinita a una o dos raices, ademas
de adecuar las expresiones para fines de calculos por computadora. Finalmente, en la seccién 3.2.3 se
presenta el algoritmo empleado para calcular las raices generadas al aplicar el teorema de Heaviside

para invertir la transformada de Laplace que aparece en el desarrollo de la seccion 3.2.1.
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CAPÍTULO 3

DESARROLLO  DE  LA  SOLUCIÓN  ANALÍTICA

En este capítulo se presenta el desarrollo para la obtención de una solución analítica del modelo de Raghavan y Ruthven constituido por dos ecuaciones diferenciales parciales (EDP) acopladas que serán resueltas mediante la transformada de Laplace.


Este capítulo se ha organizado de la siguiente manera: en la sección 3.1 se resuelve el modelo de interés considerando un promedio de la concentración de soluto en la partícula porosa suponiendo que el perfil de dicha concentración es parabólico; lo anterior simplifica bastante el problema original, obteniéndose un resultado aproximado que ya ha sido reportado por Liaw (1979). La metodología presentada en esta sección tiene la finalidad de mostrar algunas de las ideas básicas del desarrollo que será empleado en la sección 3.2, en el que se obtendrá la solución completa del modelo de interés.


La sección 3.2 está subdividida en tres partes. En la primera sección, 3.2.1, se presenta el desarrollo matemático detallado para la obtención de una solución analítica completa para la concentración del fluido. En dicho desarrollo, el problema medular es la transformación de la concentración del fluido del dominio de Laplace al dominio del tiempo, lo cual implica el uso del teorema de residuos, así como el uso de expansiones en series de Taylor para obtener una solución que es una función de sumas infinitas anidadas. Dicha solución es simplificada en la sección 3.2.2 a fin de que pueda ser calculable, para ello se hace una aproximación de la solución completa truncando la seria infinita a una o dos raíces, además de adecuar las expresiones para fines de cálculos por computadora. Finalmente, en la sección 3.2.3 se presenta el algoritmo empleado para calcular las raíces generadas al aplicar el teorema de Heaviside para invertir la transformada de Laplace que aparece en el desarrollo de la sección 3.2.1.

3.1.- Obtención de una solución aproximada de un modelo de una columna cromatográfica


El modelo de Raghavan y Ruthven, para columnas de adsorción y cromatográfica, está constituido de dos EDP (con sus respectivas condiciones iniciales y de frontera) que pueden ser expresadas con variables adimensionales, como sigue:

Para las partículas porosas:
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(3.1.2c)


Para la región fluida:
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(3.1.3)
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A fin de simplificar el problema anterior, se define el siguiente promedio [Liaw, 1979]:
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(3.1.5)


Haciendo uso de la definición (3.1.8) promediamos la ecuación (3.1.5), para obtener:
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(3.1.6)


De acuerdo con Liaw, et al (1979) es posible aproximar la concentración del soluto en la partícula porosa como un perfil parabólico, tal concentración y su derivada están dadas por las expresiones siguientes:
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(3.1.7a)
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(3.1.7b)


y evaluando las ecuaciones anteriores en 
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(3.1.8a)




[image: image14.wmf]2


1


2


p


U


a


x


x


=


¶


=


¶



(3.1.8b)

donde  a0  y  a2  son constantes con respecto a la coordenada radial 

[image: image15.wmf]x


 pero dependen de 

[image: image16.wmf]t


 y Z. Aplicando la definición de 
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 sobre la ecuación (3.1.7a) se obtiene: 
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(3.1.9)

Sin embargo, es necesario conocer el valor de las constantes  a0  y  a2; la segunda constante puede obtenerse directamente de la ecuación (3.1.8b):
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(3.1.10)

La derivada anterior (3.1.10), está involucrada en la condición de frontera (3.1.2c), por lo que a2  puede expresarse como:
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(3.1.11)


En tanto que a0 se obtiene a partir de la ecuación (3.1.8a), quedando expresada como sigue:
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(3.1.12)


Sustituyendo  a0  y  a2  en la ecuación (3.1.9) se tiene:
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(3.1.13)


Aplicando la transformada de Laplace
  a las ecuaciones (3.1.6) y (3.1.13), se obtiene:
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(3.1.14)
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(3.1.15)

donde: 
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Sustituyendo la ecuación (3.1.15) en (3.1.14) se obtiene:
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(3.1.17)

Llevando la condición de frontera, (3.1.2c), al dominio de Laplace:
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(3.1.18)


Sustituyendo (3.1.18) en (3.1.17) es posible obtener a 
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(3.1.19)

Adicionalmente, la ecuación del fluido en el dominio de Laplace está dada por: 
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(3.1.20)


Sustituyendo la ecuación (3.1.19) en (3.1.20) se obtiene la siguiente ecuación diferencial ordinaria lineal de primer orden:
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(3.1.21)


donde:
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(3.1.22)


Resolviendo la ecuación (3.1.21) mediante el método de variables separables y utilizando la condición de frontera (3.1.4b) en el dominio de Laplace, 
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(3.1.23)


Sin embargo se desea conocer la concentración 
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 en el dominio del tiempo, lo cual conlleva a obtener la transformada inversa de Laplace de la ecuación (3.1.23):





[image: image38.wmf]{


}


(


)


11


bs


Cs


C


f


f


e


UUee


s


a


a


-


+


---


ìü


==


íý


îþ


LL



(3.1.24)


donde:   
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Una forma de resolver la transformada inversa contenida en la ecuación (3.1.24) es mediante la expansión en series de Taylor del término exponencial involucrado en dicha ecuación, tal expansión está dada de la siguiente manera:





[image: image40.wmf]0


1


!


xm


m


ex


m


¥


=


=


å



(3.1.25)


Haciendo uso de la ecuación (3.1.25) se tiene que la transformada inversa se puede trabajar del modo siguiente: 
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(3.1.26)


Es importante notar que la ecuación anterior se cumple a condición de que el número de términos involucrados en la suma tienda a infinito, es decir: 
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. Sin embargo, para fines operativos convendrá visualizar a M como un número finito. Por otra parte, para resolver la transformada inversa de la función contenida dentro de la suma de dicha ecuación (3.1.26) se usa el teorema de residuos (ver Apéndice, ecuación A.9), cuyo cálculo para el caso en que se tienen una raíz, (, repetida m veces: 
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, es el siguiente:
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(3.1.27)

donde:
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(3.1.28)

Es posible desarrollar la derivada involucrada en la ecuación (3.1.27) si se aplica la regla de Leibniz para derivadas de orden superior de un producto de dos funciones (Apéndice, ecuación B.3) para obtener:
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(3.1.29)


Entonces para calcular la transformada inversa involucrada en la ecuación (3.1.26) se aplicará la ecuación (3.1.29) como sigue:
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(3.1.30)


Aplicando el primer teorema de desplazamiento sobre el resultado anterior, se obtiene el resultado deseado:
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(3.1.31)


Sustituyendo (3.1.31) en (3.1.27) se obtiene:
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(3.1.32)


Finalmente, sustituyendo la ecuación anterior en (3.1.25) se obtiene la concentración del efluente en el dominio del tiempo:





[image: image54.wmf](


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


1


1


110


!!1!


mh


mm


MMm


b


C


f


mmh


b


CC


Uebe


mmmh


at


a


at


aa


t


--


-


--


-


===


éù


-


éù


ëû


êú


=-+-


--


êú


ëû


ååå


U



(3.1.33)


La solución anterior es válida para 
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  la transformada anterior es igual a cero. 


Sin embargo, la expresión anterior aún puede ser simplificada si se consideran las siguientes relaciones:
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(3.1.34a)
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(3.1.34b)
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(3.1.34c)

Finalmente la concentración del efluente puede ser calculada de la siguiente manera:
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(3.1.35)


Las ideas y suposiciones principales consideradas en el desarrollo anterior fueron reportadas por Liaw et al., (1979); no obstante, la solución reportada por dichos autores difiere de la ecuación (3.1.35) debido a algunas diferencias metodológicas. Dada la sencillez y eficiencia de la solución de Liaw (o la de la expresión 3.1.35), ésta será utilizada para comparar la solución analítica completa que se presentará en la sección 3.2.


� La definición de la transformada de Laplace está dada por  la ecuación A.1 del apéndice del presente trabajo.
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Casa abierta al liempo Desarrollo

3.1.- Obtencidon de una solucion aproximada de un modelo de una columna cromatogréafica
El modelo de Raghavan y Ruthven, para columnas de adsorcién y cromatografica, esta constituido de
dos EDP (con sus respectivas condiciones iniciales y de frontera) que pueden ser expresadas con

variables adimensionales, como sigue:

Para las particulas porosas:

ouU ouU
d =i2i gL (3.1.1)
or  E29E|T &
Cuando =0 u,=0 (3.1.2a)
ouU
En E=0 P -0 (3.1.2h)
¢
ou U
&= | ¢ p‘“ -U, (3.1.2¢)
K o0& |, K
Para la region fluida:
ou, au, U,|._
+ =-3yg|U, ——= 3.1.3
5, v — t//¢[ B (3.1.3)
Cuando =0 U, =0 (3.1.4a)
En Z=0 U, =1 (3.1.4b)

A fin de simplificar el problema anterior, se define el siguiente promedio [Liaw, 1979]:

u,)- 4/3 = J'u (20 = 3Iu 24 (3.1.5)

25



Casa abierta al liempo Desarrollo

Haciendo uso de la definicion (3.1.8) promediamos la ecuacion (3.1.5), para obtener:

oU,) fol,ou,]. . .[au,
or ‘ﬁ%% g}df_{ 65}

De acuerdo con Liaw, et al (1979) es posible aproximar la concentracion del soluto en la particula

(3.1.6)

&=l

porosa como un perfil parabodlico, tal concentracion y su derivada estan dadas por las expresiones

siguientes:

U, =a,+a,¢’ (3.1.7a)

P =23a,& (3.1.7b)

y evaluando las ecuaciones anteriores en £ =1:

U, I (3.1.8a)
oy,
=2 (3.1.8b)
¢ |, %

donde a Yy a son constantes con respecto a la coordenada radial £ pero dependen de 7 y Z

Aplicando la definicién de <U p> sobre la ecuacién (3.1.7a) se obtiene:

<UQ=%+§% (3.1.9)

Sin embargo, es necesario conocer el valor de las constantes a, y a; la segunda constante puede

obtenerse directamente de la ecuacion (3.1.8b):
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Casa abierta al liempo Desarrollo

_16UP

el (3.1.10)

&

La derivada anterior (3.1.10), esta involucrada en la condicion de frontera (3.1.2¢), por lo que a; puede
expresarse como:
1 U

8,=—-K¢ Fi‘f:l—uf (3.1.11)

En tanto que ao se obtiene a partir de la ecuacion (3.1.8a), quedando expresada como sigue:

8 =U,|,, -4, (3.1.12)
Sustituyendo a y a en la ecuacion (3.1.9) se tiene:
1 Up‘gﬂ
(Up) =V, +5Ko| ==V (3.1.13)

Aplicando la transformada de Laplace® a las ecuaciones (3.1.6) y (3.1.13), se obtiene:

s<Up> = a;;p . (3.1.14)
<Up>=UpL_l+%K¢ UpTL“—l—Uf (3.1.15)

® La definicién de la transformada de Laplace est4 dada por la ecuacion A.1 del apéndice del presente trabajo.
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donde:

<Up> = {(u,)} (3.1.16a)

Ur=<{U} (3.1.16b)

Sustituyendo la ecuacion (3.1.15) en (3.1.14) se obtiene:

1 — — U
=1 (5+¢)Up| —KgpU }s= i 3.1.17
5 [( ¢) p‘fﬂ pU oé =1 ( :
Llevando la condicidn de frontera, (3.1.2c), al dominio de Laplace:
T Up _
ENCLI ¢ Lﬂ ~U; (3.1.18)
K of - K

Sustituyendo (3.1.18) en (3.1.17) es posible obtener a Up‘ﬁ como funcién de la concentracion U« :

- 5+s)KgU
| = (5+5)KgU ¢ (3.1.19)
¢4 [(5+¢)s+54 |
Adicionalmente, la ecuacion del fluido en el dominio de Laplace esta dada por:
o u

— oU ¢ — Plea
sUr +86 = -3 Ur-— 3.1.20
r+HOy— wé|Uq " ( )

Sustituyendo la ecuacion (3.1.19) en (3.1.20) se obtiene la siguiente ecuacién diferencial ordinaria

lineal de primer orden:
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9W%%%+[1+3w¢6(9}§3f=0 (3.1.21)
donde:
— 5

Resolviendo la ecuacion (3.1.21) mediante el método de variables separables y utilizando la condicion

de frontera (3.1.4b) en el dominio de Laplace, U ¢ =1/s, se obtiene:

S

— 1 3gysd(s)+s_| 1 ( Z — z
Uf—sexp[ ZJ_ exp( 0W3¢y/s®(s)] exp[ oy j (3.1.23)

Sin embargo se desea conocer la concentracion U, en el dominio del tiempo, lo cual conlleva a

obtener la transformada inversa de Laplace de la ecuacion (3.1.23):

—bs

uf;fqﬁqze%%zﬂ%;&mw} (3.1.24)

donde: o=—2— , b2 , C=15a%b
514 Oy

Una forma de resolver la transformada inversa contenida en la ecuacion (3.1.24) es mediante la
expansion en series de Taylor del término exponencial involucrado en dicha ecuacién, tal expansion

esta dada de la siguiente manera:

(3.1.25)
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Haciendo uso de la ecuacion (3.1.25) se tiene que la transformada inversa se puede trabajar del modo

siguiente:

] —bs C _bs L 1 C m 7 e—bs M 1 C m
g8 _eal_ogtlE = logn 1 =
{ S ¢ } { S Zm!(s+aj } { S { " ;m!(%aj ]}:
M

m! s+a)

m=1

eS+a

N
LN
—
(0]
0| &
»
o
—_——

Es importante notar que la ecuacion anterior se cumple a condicion de que el nimero de términos

involucrados en la suma tienda a infinito, es decir: M — +oo. Sin embargo, para fines operativos

convendra visualizar a M como un namero finito. Por otra parte, para resolver la transformada inversa
de la funcion contenida dentro de la suma de dicha ecuacion (3.1.26) se usa el teorema de residuos (ver

Apeéndice, ecuacion A.9), cuyo calculo para el caso en que se tienen una raiz, «, repetida m veces:

(s+a)", es el siguiente:

1 d™ = 1 d™ m—
Res(s= _a):(m—l)!ﬁ(e F(S)L—a):(m—l)!dsm‘l(e (s+a) f(s)sz_a) (3.1.27)
donde:
T(s) == = F(s)=(s+a)" T(s) (3.1.28)
s(s+a)

Es posible desarrollar la derivada involucrada en la ecuacion (3.1.27) si se aplica la regla de Leibniz
para derivadas de orden superior de un producto de dos funciones (Apéndice, ecuacion B.3) para

obtener:

_ 1 ol (m—l)! dmithes gn "
Res(s= _a)z(m—l)!z(m—l—h)!h!{ G g ((5+e) f(s))}

=
m-1 m-1-h -ar d" "
Res(s= ~a)= ) (r;_l_‘;)! - {dsh ((s+a) f(s))} (3.1.29)
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Entonces para calcular la transformada inversa involucrada en la ecuacion (3.1.26) se aplicard la

ecuacion (3.1.29) como sigue:

s(s+3¢)

fi{%} = Res(s=0) + Res(s=-a) =

- Z(mj__l_;)! ht [;;1“ (s(sia)m H‘SO ’ 2“‘211?)0"*" {;:h [S((S;O;);m }] -
SR e

Aplicando el primer teorema de desplazamiento sobre el resultado anterior, se obtiene el resultado

deseado:

a™ a” (m-1-h)!

h=0

g™ [ 1 et L a(r-b)]" 14
{S( ; > (3.131)

Sustituyendo (3.1.31) en (3.1.27) se obtiene:

S

B R YL Zc/ammzl[aw—b)]ﬂ 5152

m=1 m=1

Finalmente, sustituyendo la ecuacidn anterior en (3.1.25) se obtiene la concentracion del efluente en el

dominio del tiempo:

U, =e°/“[@2/(rb)+z(cﬁ)m — gl Z (/) mi[an: f o (3.1.33)

m=1
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La solucién anterior es valida para z—b>0, en caso de que 7—b<0 la transformada anterior es

igual a cero.

Sin embargo, la expresion anterior aun puede ser simplificada si se consideran las siguientes relaciones:

i(C/ @) _ a4 (3.1.34a)

$h(©)” mzl[a(r—bﬂ””“ 3 (Gl i[a(r—bﬂm“ (3.0.34h)

Zm:M _ Zm:M (3.1.34c)

h=0

Finalmente la concentracion del efluente puede ser calculada de la siguiente manera:

m+1

m+1
U, =1- e—a(f—b)-C/aZ C/Ot Zl:a - b (3.1.35)
m=0

Las ideas y suposiciones principales consideradas en el desarrollo anterior fueron reportadas por Liaw
et al., (1979); no obstante, la solucion reportada por dichos autores difiere de la ecuacion (3.1.35)
debido a algunas diferencias metodoldgicas. Dada la sencillez y eficiencia de la solucion de Liaw (o la
de la expresion 3.1.35), ésta sera utilizada para comparar la solucién analitica completa que se

presentara en la seccion 3.2.
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3.2.- Solucion analitica completa

3.2.1.- Obtencion de una solucion analitica completa mediante el uso de la transformada de

Laplace y expansiones en series de Taylor

En esta seccion se presenta la metodologia detallada para encontrar la solucion al modelo de una
columna cromatografica empacada propuesto por Raghavan y Ruthven, y que escrito en su forma

adimensional queda expresado como sigue:

Para el fluido:
Yoy ayelu—u | Ik 3.21
8T+l//az——v/¢[f—p\“ ] (321)
Cuando =0 U, =0 para Z>1 (3.2.2)
En Z=0 U,=f(T) para >0 (3.2.3)

Para el medio poroso:

3.24
ot 0&? ( )
Cuando r=0 U,=0 para 0<é< (3.2.5)

ouU
En £=0 —P=0 para >0 (3.2.6)

79

10U, [ ]
En ¢&=1 —Ea—gqﬁ Up‘g:l/K - U, para 7 >0 (3.2.7)
En el dominio de Laplace, las concentraciones adimensionales del fluido y la particula son:

Ur=Z{U,} (3.2.8a)
Up=2{U,} (3.2.8b)
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3.2.- Solución analítica completa


3.2.1.- Obtención de una solución analítica completa mediante el uso de la transformada de Laplace y expansiones en series de Taylor


En esta sección se presenta la metodología detallada para encontrar la solución al modelo de una columna cromatográfica empacada propuesto por Raghavan y Ruthven, y que escrito en su forma adimensional queda expresado como sigue:

Para el fluido:
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Para el medio poroso:
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En
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(3.2.7)


En el dominio de Laplace, las concentraciones adimensionales del fluido y la partícula son:
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(3.2.8a)
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(3.2.8b)


Considerando las asignaciones anteriores y aplicando la transformada de Laplace (A.1) a la ecuación de la partícula porosa (3.2.4) y sus condiciones inicial (3.2.5) y de frontera (3.2.6) y (3.2.7), se obtiene:
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(3.2.11)


La ecuación (3.2.9) es una ecuación lineal homogénea de segundo orden cuya solución es:
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(3.2.12)


Con el fin de obtener las constantes A y B, se hará uso de las condiciones de frontera escritas en el dominio de Laplace, (3.2.10) y (3.2.11). A fin de poder utilizar la primera condición de frontera (ecuación 3.2.10), es necesario obtener la derivada de la ecuación (3.2.12) en 
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(3.2.13)


si además se evalúa la ecuación (3.2.12) en 
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 se obtiene:
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(3.2.14)


sustituyendo el valor de B en la ecuación (3.2.12), el resultado se simplifica a:
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(3.2.15)


Ahora, para obtener el valor de la constante A se hará uso de la segunda condición de frontera (ecuación 3.2.11), para lo cual se derivará y evaluará la ecuación (3.2.15) en 
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(3.2.16)
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(3.2.17)


Al sustituir la ecuación (3.2.17) en (3.2.16) y despejar la derivada se obtendrá:
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(3.2.18)

Sustituyendo las ecuaciones (3.2.17) y (3.2.18) en la condición de frontera dada por (3.2.11), se genera:
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(3.2.19)


de donde se despeja la constante de interés:
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(3.2.20)


y sustituyendo A en la ecuación (3.2.15), se obtiene la concentración adimensional de soluto en el medio poroso como función de la concentración adimensional del fluido en el dominio de Laplace:
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(3.2.21)


Al evaluar la expresión anterior en =1 se tiene que:
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(3.2.22)


Por otra parte, es posible obtener la ecuación del fluido en el dominio de Laplace mediante un procedimiento similar al seguido para la ecuación de la partícula; entonces, aplicando la definición de la transformada de Laplace dada por (3.2.8) sobre la ecuación (3.2.1) se obtiene:
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(3.2.23)


con la condición de frontera:
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(3.2.24)


sustituyendo la condición inicial (3.2.2) en (3.2.23) y reordenando los términos, se tiene que:
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(3.2.25)


La expresión anterior está acoplada con el resultado de la ecuación de la partícula, (3.2.22), a través del término 
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(3.2.26)


donde:
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(3.2.27)


la ecuación (3.2.26) es una ecuación diferencial de primer orden cuya solución se puede obtener fácilmente mediante el método de variables separables para obtener la siguiente expresión:
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(3.2.28)


Para hallar la constante B es necesario utilizar la condición de frontera dada por la expresión (3.2.24) en la ecuación (3.2.28):
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(3.2.29)


sustituyendo B en (3.2.28) se tiene que:
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(3.2.30)


Otra forma de expresar la ecuación anterior es la siguiente:
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(3.2.31)


Se ha obtenido una solución para la concentración del soluto para la fase fluido en el dominio de Laplace, sin embargo, es de interés práctico llevar dicha solución al dominio del tiempo. Para ello es necesario obtener la transformada inversa de la ecuación (3.2.31), lo cual representa el principal problema del presente trabajo. Una idea importante para dilucidar dicho problema, es la simplificación del argumento de la exponencial, particularmente del término
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; para tal fin se empleará el teorema de residuos, mediante el cuál la función 
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, que originalmente es un cociente de funciones trigonométricas, puede ser expresada como una serie infinita de una expresión racional que contiene un número infinito de raíces no multivaluadas, para cuyo caso el cálculo de la transformada inversa puede realizarse mediante el teorema de expansión de Heaviside [Churchill, 1972], dado por:
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(3.2.32)


donde:
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(3.2.33)


donde las expansiones en series de Taylor de las funciones hiperbólicas están dadas por:
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(3.2.34a)
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(3.2.34b)


Sustituyendo las expansiones anteriores en la ecuación (3.2.33) se tiene que:
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(3.2.35)


A fin de verificar que la función 
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(3.2.36)


es decir:
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(3.2.37)


Sin embargo se tiene que:
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(3.2.38)


Lo anterior no satisface la desigualdad dada por (3.2.37), entonces, a fin de satisfacer dicha condición, se multiplica la ecuación (3.2.35) por  1/s  para obtener:
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(3.2.39)


Llevando la expresión anterior al límite s ( (:
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(3.2.40)


Dado que la función 
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 satisface la condición (3.2.36), se concluye que la transformada inversa de dicha expresión existe.

Ahora es necesario verificar que no haya funciones multivaluadas, lo cual ocurre cuando una función contiene términos con exponentes fraccionarios; de ser así, no sería posible utilizar la ecuación (3.2.32) y entonces se tendría que utilizar la segunda trayectoria de Bromwich. No obstante, del término (1/s) por la función 
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, además de permitir el cálculo de la transformada inversa de la ecuación (3.2.39), también tiene el efecto de evitar los términos multivaluados en las series involucradas de dicha ecuación, como sigue:
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(3.2.41)
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(3.2.42)
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(3.2.43)


Se ha mostrado que 
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 es una función no multivaluada e invertible, entonces se procederá a obtener la transformada inversa de la ecuación (3.2.39) mediante el teorema de residuos, para ello es necesario encontrar los puntos singulares removibles de la función 
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, los cuales se localizan cuando Q(sj)=0, es decir es necesario hallar las raíces de:
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(3.2.44)


Dado que dichas raíces son imaginarias es conveniente hacer el siguiente cambio de variable:
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(3.2.45)


Sustituyendo (3.2.45) en (3.2.44) se tiene:
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(3.2.46)


Para llevar las funciones hiperbólicas complejas a funciones trigonométricas, son necesarias las identidades de Euler:
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(3.2.47a)
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(3.2.47b)
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(3.2.47c)


Utilizando la serie de ecuaciones dadas por (3.2.47) en (3.2.46) se obtiene la siguiente ecuación:
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(3.2.48)


Dado que la expresión anterior está expresada en términos de funciones trigonométricas, es de esperar que dicha ecuación tenga un número infinito de raíces, de las cuales únicamente se calculará un número finito n en la sección 3.2.3; nótese, además, que los valores de 
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. Por el momento, a fin de no perder la continuidad del presente desarrollo, supondremos que estas raíces son conocidas. Entonces, es posible calcular la transformada inversa de 
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 mediante el teorema de residuos dado por la ecuación (3.2.32), la cual requiere del cálculo de la derivada de Q(s) evaluada en la raíz ( j2, que está dada por:
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(3.2.49)


Sustituyendo Q’(sj=( j2), y P(sj=( j2) en el teorema de residuos (3.2.32), para obtener:
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(3.2.50)


donde:
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(3.2.51)


Si se vuelve a aplicar la transformada de Laplace a la ecuación (3.2.50), se obtiene:
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(3.2.52)


La ecuación (3.2.52) es una forma más simple de expresar a 
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, ya que originalmente esta función estaba expresada en términos de funciones trigonométricas (3.2.33). Sustituyendo 
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(3.2.53)


donde: 
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Note que la sumatoria “infinita” dada por (3.2.52) al ser parte del argumento del exponencial en (3.2.31), produjo el producto “infinito” en (3.2.53). A continuación se realizará una expansión en series de Taylor (ver ecuación 3.1.21) para cada exponencial del producto infinito que se encuentra dentro de la transformada inversa de Laplace de la ecuación (3.2.53), la forma de la expansión está dada por:
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(3.2.54)

sustituyendo la ecuación (3.2.54) en (3.2.53) se obtiene:
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(3.2.55)


donde M, es el número máximo (finito) de términos considerados en la aproximación en series de Taylor de la exponencial, a fin de que sea evaluable; si 
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, entonces se recupera la función exponencial dada por (3.2.54). Nótese que aunque 
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, estos valores son resultados de expansiones diferentes, por lo que n y M no tienen que crecer de la misma manera para obtener un resultado convergente en (3.2.55), es decir, al aproximar las series y productos involucrados en (3.2.55), en general n y M serán distintas: 
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A fin de realizar el producto que se encuentra dentro de la transformada inversa de Laplace, es útil considerar el siguiente producto algebraico:
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(3.2.56)


Tomando en cuenta la expresión anterior y considerando que la transformada inversa de Laplace es un operador lineal, entonces es posible rescribir la ecuación (3.2.55) de la siguiente manera:
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(3.2.57)


Es importante notar que todas las transformadas inversas contenidas en la expresión anterior, excepto la primera cuya solución es muy sencilla (Apéndice, ecuación A.4), tienen básicamente la misma forma, de hecho, se puede afirmar que la última transformada inversa contenida en la ecuación (3.2.57) es la forma generalizada del resto de las transformadas inversas de dicha ecuación. Entonces bastará con resolver la última transformada inversa para inferir todas las demás; para tal efecto, se comenzará por asignar, a la función 
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(3.2.58)


Donde: 
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(3.2.59)


donde: Ej,h, es el coeficiente de la fracción que involucra al polo aj repetido h veces. Cada uno de estos coeficientes deberá ser calculado para satisfacer la igualdad anterior. Para fines de la obtención de la transformada inversa, estos coeficientes, Ej,h, serán constantes. Entonces, aplicando la transformada inversa de Laplace a la ecuación (3.2.59) se tiene:
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(3.2.60)


La transformada inversa involucrada en la expresión anterior puede ser calculada mediante la fórmula (A.5) presentada en el apéndice, por lo que la ecuación (3.2.60) puede ser rescrita como:
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(3.2.61)


Ahora el problema consiste en calcular los valores de los coeficientes 
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(3.2.62)


Evaluando la ecuación anterior en 
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(3.2.63)


Se ha obtenido el coeficiente 
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 de la ecuación (3.2.59). Ahora para obtener el coeficiente
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(3.2.64)

La ecuación anterior se puede sintetizar si se usa la notación de sumas:
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(3.2.65)


Al evaluar la ecuación anterior en 
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(3.2.66)


De acuerdo a lo anterior es posible inferir que el coeficiente 
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 puede ser calculado al evaluar la segunda derivada de la ecuación (3.2.62) en 
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, de donde se obtiene:
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(3.2.67)


Es posible continuar derivando para calcular el resto de los coeficientes 
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 de la ecuación (3.2.62). Para el cálculo de la serie de coeficientes 
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, luego se repiten los pasos seguidos anteriormente, pero ahora evaluando las expresiones en 
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La metodología anterior se puede generalizar para el cálculo de todos los coeficientes 
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donde mj es el exponente de: 
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Sustituyendo la ecuación (3.2.68) en (3.2.61) se tiene:
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(3.2.69)

A partir del resultado anterior (3.2.69), usando el primer teorema de desplazamiento (A.6), se tiene que:
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(3.2.70)


La ecuación anterior contiene la derivada de orden superior de un producto de funciones. tal derivada puede ser resuelta si se generaliza la regla de Leibniz (Apéndice) para el cálculo de una derivada superior de un producto de dos funciones que está dada por:
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(3.2.71)


Generalizando la expresión anterior para un producto de n+1 funciones:
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(3.2.72)


donde: 
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 es el operador derivada de orden m que actúa sobre el producto de  n + 1  funciones: 
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. Entonces, considerando el resultado dado por (3.2.72) y haciendo la asignación 
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  (lo cual implica un producto de n funciones) se puede rescribir la derivada de la ecuación (3.2.70) como:
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(3.2.73a)

Es importante notar que la ecuación anterior es válida para los casos en que 
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, la derivada anterior toma la siguiente forma:
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(3.2.73b)

mientras que para el caso 
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, se obtiene:
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(3.2.73c)

Sustituyendo la expresión para el cálculo de derivadas dado por la serie de ecuaciones (3.2.73) en la ecuación (3.2.70) y evaluando en 

[image: image177.wmf]j


sa


=-


, se obtiene la transformada inversa deseada:
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(3.2.74)

La transformada anterior está en función de un producto de derivadas que pueden ser calculadas, en términos generales, mediante la siguiente ecuación:
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(3.2.75)


Haciendo uso de la ecuación (3.2.75) para resolver las derivadas contenidas en la ecuación (3.2.74) y considerando que los valores de ai están dados por: 
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(3.2.76)

Es posible rescribir la ecuación anterior si se considera que en una suma finita los sumandos pueden ser ordenados y agrupados de manera indistinta, por lo que, dada una suma que va desde h=0 hasta m, y bajo la reasignación: 
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 en el argumento de la suma (B.7), se obtiene la siguiente igualdad:
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(3.2.77)


Utilizando el resultado de la ecuación (3.2.77) en (3.2.76) se tiene:
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(3.2.78)


El resultado anterior también puede ser obtenido usando directamente el teorema de residuos para raíces repetidas, mediante la siguiente fórmula:
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(3.2.79)


donde:
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(3.2.80)


Sustituyendo (3.2.80) en (3.2.79) se tiene que las transformadas inversas involucradas en la expresión (3.2.57) se pueden calcular, en términos generales, como:
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(3.2.81)
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Esta última expresión es similar a la dada por la ecuación (3.2.70) para el caso de j = n. Considerando los resultados anteriores, es posible escribir la solución de (3.2.57) en términos de los residuos  
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, como sigue: 
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(3.2.82)


La solución anterior es válida para 
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 repetida mj veces en cualquier elemento o sumando i de la ecuación (3.2.82), con 
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; considerando los resultados dados por las ecuaciones (3.2.78) y (3.2.81), tales residuos pueden ser determinados de la siguiente manera:

Para j=0:
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(3.2.83a)


Para j=1:
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(3.2.83b)


Para valores de 
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(3.2.83d)


Esta última expresión es válida para:  
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, con las siguientes restricciones: si j=1, los productos que dependen de los índices p serán iguales a 1. Si  j = i  entonces  hj+1= 0  y  el producto que involucra factores cuyo contador  p  va de 1 hasta  j1  es igual a 1.


Resumiendo, hasta el momento se ha obtenido una solución analítica completa para el cálculo de la concentración del efluente, sin embargo, esta solución solamente será exacta si el número de raíces tiende a infinito, lo cual representa un problema para evaluar dicha solución. No obstante, para fines prácticos, es posible considerar un número finito y, bajo ciertas condiciones, pequeño de raíces. En la sección siguiente, se presenta la simplificación de la solución general dada por (3.2.80), para el caso de una y dos raíces, así como algunos cambios para adecuarlo a los cálculos computacionales.
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Considerando las asignaciones anteriores y aplicando la transformada de Laplace (A.1) a la ecuacion de

la particula porosa (3.2.4) y sus condiciones inicial (3.2.5) y de frontera (3.2.6) y (3.2.7), se obtiene:

s[gUp(g, s)} = % (3.2.9)
s>0 £&=0 d:;" =0 (3.2.10)
s>0 ¢&=1 —% dij =g U:j‘l -U, (3.2.11)
La ecuacion (3.2.9) es una ecuacion lineal homogénea de segundo orden cuya solucién es:
£U, = Asenh(\/s¢) +Bcosh(+/s¢ | (3.2.12)

Con el fin de obtener las constantes A y B, se hara uso de las condiciones de frontera escritas en el
dominio de Laplace, (3.2.10) y (3.2.11). A fin de poder utilizar la primera condicion de frontera

(ecuacion 3.2.10), es necesario obtener la derivada de la ecuacion (3.2.12) en £=0:

d(gUp)

_ d(U,
=U pLZO + %(d%)] = AJs cosh (0)+ By/s sen h(0) (3.2.13)

si ademas se evalla la ecuacion (3.2.12) en & =0 se obtiene:

0= Asenh(0)+Bcosh(0)=B (3.2.14)
sustituyendo el valor de B en la ecuacion (3.2.12), el resultado se simplifica a:
&0, = Asenh(+/s¢ ) (3.2.15)
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Ahora, para obtener el valor de la constante A se hara uso de la segunda condicion de frontera

(ecuacidn 3.2.11), para lo cual se derivard y evaluard la ecuacion (3.2.15) en £ =1:

d(ij p)‘ - d(di:p)‘ + UpL:l = AJs cosh(v's) (3.2.16)
= &=l
UpL:l = Asenh(\/g) (3.2.17)

Al sustituir la ecuacién (3.2.17) en (3.2.16) y despejar la derivada se obtendra:

- A[JE cosh (+'s) - senh(\/g)} (3.2.18)

=

Sustituyendo las ecuaciones (3.2.17) y (3.2.18) en la condicién de frontera dada por (3.2.11), se genera:

Asenh(\/g) _

~U; (3.2.19)

A[\/E cosh (\/5)— senh (\/g)} =—K¢

de donde se despeja la constante de interés:

KU i

(¢—1)senh (\/5) ++/scosh («/5)

A=

(3.2.20)

y sustituyendo A en la ecuacion (3.2.15), se obtiene la concentracién adimensional de soluto en el

medio poroso como funcidn de la concentracion adimensional del fluido en el dominio de Laplace:

— KgU ¢
ve 5[(¢—1)senh(\/§)+fscosh(\@ﬂ senh(§\/§) (32.21)
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Al evaluar la expresion anterior en =1 se tiene que:

_ KgU senh (V) (3.2.22)

Y p‘fﬂ (¢—1)senh (\/§)+\/§005h (\/g)

Por otra parte, es posible obtener la ecuacién del fluido en el dominio de Laplace mediante un
procedimiento similar al seguido para la ecuacion de la particula; entonces, aplicando la definicién de

la transformada de Laplace dada por (3.2.8) sobre la ecuacion (3.2.1) se obtiene:

_ du ; _ Up(fls)‘ .
Y (Z,9-U,(Z,t=0)+6y = =3yp|U(Z,9) -——= (3.2.23)
con la condicion de frontera:
s>0 Z=0 U;s=F(s) (3.2.24)
sustituyendo la condicion inicial (3.2.2) en (3.2.23) y reordenando los términos, se tiene que:
T 3ygU
3 — v _
dU:  Byg+s)y ES (3.2.25)

dz Oy Oy K

La expresion anterior esta acoplada con el resultado de la ecuacion de la particula, (3.2.22), a través del

término U | : ; entonces, es posible dejar a la ecuacién diferencial (3.2.25) expresada como una

funcién de sy Z, si se sustituye el resultado dado por (3.2.22) en la ecuacion (3.2.25), y se llevan a

cabo los siguientes pasos algebraicos:

du ¢ ) (3gu¢5+s)U 3y K¢senh(\/§)
dz Oy f Oy K (¢—1)Senh(\/§)+\/§008h(\/§)

Us=
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_duy 1 3 \/gcosh(\/g)—senh<\/§) 5 _o
Cdz +% ve (¢—1)senh(\/§)+\/§cosh(\/§) i g

O. |3wgd(s)+s|_
de+[ v (s) ]ufzo (3.2.26)
dz (7%

donde:
5(5)— \/gcosh(\/g)—senh(\@ )
B (¢—1)senh(\/§)+ \/gcosh(\/g)

(3.2.27)

la ecuacion (3.2.26) es una ecuacion diferencial de primer orden cuya solucién se puede obtener

facilmente mediante el método de variables separables para obtener la siguiente expresion:

g ). 3ppd(s)+s

Ln(U+) m Z=B (3.2.28)

Para hallar la constante B es necesario utilizar la condicion de frontera dada por la expresién (3.2.24)

en la ecuacion (3.2.28):

Ln(F(s))=B (3.2.29)
sustituyendo B en (3.2.28) se tiene que:
—\ 3ygd(s)+s_  —
Ln(u f )+Tz - Ln(F (s)) (3.2.30)

Otra forma de expresar la ecuacion anterior es la siguiente:

Ui =F(9) exp{—(%_(sﬁe—zl//sﬂ (3.2.31)
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Se ha obtenido una solucién para la concentracion del soluto para la fase fluido en el dominio de
Laplace, sin embargo, es de interés practico llevar dicha solucion al dominio del tiempo. Para ello es
necesario obtener la transformada inversa de la ecuacion (3.2.31), lo cual representa el principal

problema del presente trabajo. Una idea importante para dilucidar dicho problema, es la simplificacion

del argumento de la exponencial, particularmente del términoa(s); para tal fin se empleara el teorema

de residuos, mediante el cual la funcién 5(5), que originalmente es un cociente de funciones

trigonometricas, puede ser expresada como una serie infinita de una expresion racional que contiene un
namero infinito de raices no multivaluadas, para cuyo caso el calculo de la transformada inversa puede

realizarse mediante el teorema de expansion de Heaviside [Churchill, 1972], dado por:

exp[ s 7] (3.2.32)

donde: P(s) es un polinomio de s, de grado menor al polinomio Q(s); s; representa a la j-ésima raiz

de Q(s) y n es el nimero total de raices de Q(s). Aunque en principio este teorema es aplicable a

funciones gue involucran un cociente de dos polinomios, es factible extender su uso en expresiones que

contienen funciones trascendentales, ya que éstas se pueden expandir en series de Taylor. Tomando en

cuenta lo anterior, la funcién 5(5) se puede visualizar de la siguiente manera:

T(s)— cosh(\/g)—senh(\/g)/\/g _p(s)

s) = = 3.2.33
) cosh(\/§)+(¢—1)senh(ﬁ)/\£ Q(s) ( )
donde las expansiones en series de Taylor de las funciones hiperbdlicas estan dadas por:

© () 2i

senh(x) = w (3.2.34a)
— (2j+1)!
© (1)) y2i

cosh(x)= ZM (3.2.34b)
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Sustituyendo las expansiones anteriores en la ecuacion (3.2.33) se tiene que:

TR
(5 s )6 V|l

S)= = (3.2.35)
) cosh(JE)+(¢—1)senh(J§)/J§ = il 2j+¢ |
Z(_l) NN
= (2j+1)!
A fin de verificar que la funcion 5(5) tiene inversa, es necesario probar que:
lim @(s)=0 (3.2.36)
es decir:
Q(s)>P(s) (3.2.37)
Sin embargo se tiene que:
- - o 17
-1 j
RR2Sea el
m}c - = 2114 = |=1 (3.2.38)
Y J TP |
_JZ_:;( ) _(2] +1)!_ |

Lo anterior no satisface la desigualdad dada por (3.2.37), entonces, a fin de satisfacer dicha condicion,

se multiplica la ecuacion (3.2.35) por 1/s para obtener:

()| 2D
5(3): cosh(\/g)—senh(\/g)/\/g _ JZ_;'( Y {(2j+1)!}
S scosh(ﬁ)+(¢—1) (\fs) senh(\/g) i(_l){(2j+¢ }sj”

Llevando la expresion anterior al limite s — oo:
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e T ]
_ S| e

|im¥=|im =0 (22_”;)! ~0 (3.2.40)
S—0 S—o0 00 J J+ J+1
pElEs

Dado que la funcion a(s)/s satisface la condicion (3.2.36), se concluye que la transformada inversa

de dicha expresion existe.

Ahora es necesario verificar que no haya funciones multivaluadas, lo cual ocurre cuando una funcion
contiene términos con exponentes fraccionarios; de ser asi, no seria posible utilizar la ecuacién (3.2.32)

y entonces se tendria que utilizar la segunda trayectoria de Bromwich. No obstante, del término (1/s)
por la funcién 5(5), ademas de permitir el célculo de la transformada inversa de la ecuacion (3.2.39),
también tiene el efecto de evitar los términos multivaluados en las series involucradas de dicha

ecuacion, como sigue:

(\/E)senh(fs)z(fs)iﬂ XM S S.S S, (3241

i (2)+1)! — (2j+1)! 1 31 51 7!

\/(7 )_TZ(_l)j(\/g) :Z”:(—l)jsj =1_E+S_2_S_3+... (3.2.42)

(2j+1)0  &z(2j+1)! 31 51 7!
X (—1)jsj . s & § ¢
COSh(\/g)—jZOW—l—Z-FZ—E-FE—“' (3243)

Se ha mostrado que 5(5)/3 es una funcion no multivaluada e invertible, entonces se procedera a

obtener la transformada inversa de la ecuacion (3.2.39) mediante el teorema de residuos, para ello es

necesario encontrar los puntos singulares removibles de la funcién 5(5)/3, los cuales se localizan

cuando Q(s)=0, es decir es necesario hallar las raices de:
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Q(S):SCOSh(\/g)Jr@—l) (\/5) senh(\/g)zo (3.2.44)

Dado que dichas raices son imaginarias es conveniente hacer el siguiente cambio de variable:
S = _ajz (3.2.45)
Sustituyendo (3.2.45) en (3.2.44) se tiene:

Q(-a})=-ajcosh(ia;)+(¢-1)(ia;)senh(ie;)=0 (3.2.46)

Para llevar las funciones hiperbdlicas complejas a funciones trigonométricas, son necesarias las

identidades de Euler:

senh (ix) =isen(x) (3.2.47a)
cosh(ix) = cos(x) (3.2.47b)
tanh(ix) = i tan(x) (3.2.47¢)

Utilizando la serie de ecuaciones dadas por (3.2.47) en (3.2.46) se obtiene la siguiente ecuacion:

Q(-a})=-a’ cos(a;)~(4-1)a;sen(a;) =0 (3.2.48)

J

Dado que la expresion anterior esta expresada en términos de funciones trigonométricas, es de esperar
que dicha ecuacion tenga un numero infinito de raices, de las cuales Gnicamente se calculara un nimero

finito nen la seccion 3.2.3; notese, ademas, que los valores de «; cambiaran con el valor de ¢. Por el
momento, a fin de no perder la continuidad del presente desarrollo, supondremos que estas raices son

conocidas. Entonces, es posible calcular la transformada inversa de 5(5)/3 mediante el teorema de
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residuos dado por la ecuacién (3.2.32), la cual requiere del calculo de la derivada de Q(s) evaluada en

la raiz a,-z, que esté dada por:

Q'(s)|_ [ ($— 1)(\/_senh(\/_)+cosh(«/§)j +%senh(\/—)+cosh(\/§)} -
1 Ll . _ J o, .
==(¢-1)| —senh (i) +cosh (ia;) | +—-senh (ia;)+cosh (ia;) =
2 la 2
:%(¢+l)(sena(jaj) +C0S (aj)]—[%+aij]sen (@;) (3.2.49)

Sustituyendo Q’(s= a,-z), y P(s= a,-z) en el teorema de residuos (3.2.32), para obtener:

g{@} zi%exp[sj -

=1

& 2(cos(a))-sen(a)) /e exp[ar
_Z (p+1)cos(a;)+(¢-1-a!)sen(a))/a, ZA exp| a7 (3.2:50)

donde:

2(cos(a;)-sen(a;)/a;)

A = 3.251
' (p+1)cos(ay) +(g-1-af )sen (@) /a; ( )
Si se vuelve a aplicar la transformada de Laplace a la ecuacion (3.2.50), se obtiene:
6(5) g—l n 2 n 1
- ex . =3 A 3.2.52
B 2213 A enlatn) -3a| L 3252)

La ecuacion (3.2.52) es una forma mas simple de expresar a 5(5), ya que originalmente esta funcién
estaba expresada en términos de funciones trigonométricas (3.2.33). Sustituyendo 5(3) en la ecuacion

(3.2.31), y considerando la condicion de alimentacién como If(s) =1/s, se obtiene:
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U, (2.7)= gl{éexpugﬁ“’ Zs’j; %;ﬂ

_ 1)1 S - AL
o ol e 2

i3

[ll[exp(—Bib)} < {es F[EXF’{:;]Z

j=1 j=1

(3.2.53)

donde: bzi, B, =3¢y A, C,= Bjafb. Si se desea reproducir la solucion completa entonces
0

W

n—oo,

Note que la sumatoria “infinita” dada por (3.2.52) al ser parte del argumento del exponencial en
(3.2.31), produjo el producto “infinito” en (3.2.53). A continuacion se realizara una expansion en series

de Taylor (ver ecuacion 3.1.21) para cada exponencial del producto infinito que se encuentra dentro de

la transformada inversa de Laplace de la ecuacion (3.2.53), la forma de la expansion esta dada por:

b d = X"
e = E Zoo1+ )y =
m! m!

m=0

sustituyendo la ecuacién (3.2.54) en (3.2.53) se obtiene:

(3.2.54)
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donde M, es el nimero maximo (finito) de términos considerados en la aproximacion en series de
Taylor de la exponencial, a fin de que sea evaluable; si M — o, entonces se recupera la funcién
exponencial dada por (3.2.54). Nétese que aunque n—o y M — oo, estos valores son resultados de
expansiones diferentes, por lo que n'y M no tienen que crecer de la misma manera para obtener un
resultado convergente en (3.2.55), es decir, al aproximar las series y productos involucrados en

(3.2.55), en general ny M seran distintas: n= M .

A fin de realizar el producto que se encuentra dentro de la transformada inversa de Laplace, es Util

considerar el siguiente producto algebraico:

[1+a][1+a,][1+a,]--[1+ an]=1+iakl +nzl i a a, +

k=1 k=1 ky=kq +1
ZZ i%akaﬁ +Z Z Z Z aa, o + 1_[6\k (3.2.56)
Kol Kk 1 k=K, +1 kol Kookl k_p=Ky g+l Kyi=kn o+l

Tomando en cuenta la expresion anterior y considerando que la transformada inversa de Laplace es un

operador lineal, entonces es posible rescribir la ecuacion (3.2.55) de la siguiente manera:

n 7 —bs
oz T« 55 ) ZZ Ny

n-1 n M M —bs

s(s+ai) (s+ay)

M M CmCmZC:M ) e—bs
+ZZ...Z—£!£!“.W < T (o] (3.2.57)

s(s+af) (s+a;)

Es importante notar que todas las transformadas inversas contenidas en la expresion anterior, excepto la

primera cuya soluciéon es muy sencilla (Apéndice, ecuacion A.4), tienen basicamente la misma forma,
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de hecho, se puede afirmar que la ultima transformada inversa contenida en la ecuacion (3.2.57) es la
forma generalizada del resto de las transformadas inversas de dicha ecuacion. Entonces bastara con

resolver la ultima transformada inversa para inferir todas las demas; para tal efecto, se comenzaré por

asignar, a la funcion g(r) , la transformada inversa de interés:

o , A
()= 7 B9} = {S(s+aé)ml(s+aé)mz"'(S+0‘Ifn)mn} ’ {Q(S)}

:sz‘-l{ _ R m} (3.2.58)
(s+a,) °(s+a) "(s+a,) *---(s+aq,) "

Donde: & :aé , a,=0y m,=1. Se ha introducido el término (s+a,)™ con el fin de generalizar la
forma de la fraccién ]/q(s). Dicha fraccién puede ser rescrita utilizando el método de fracciones

parciales obteniéndose la siguiente descomposicion:

1 — 1 EO,l + E02 EOmO

A(3) (s+a)"(s+a)" ~(s+a)” (5+a) (+a)  (s+a)"
s, B St B e g B +---+En—’m”m (3.2.59)
(s+a) (s+a) (s+a)™ T(sva) (s+a) (s+a,)™

donde: E;jp, es el coeficiente de la fraccion que involucra al polo g repetido h veces. Cada uno de estos
coeficientes debera ser calculado para satisfacer la igualdad anterior. Para fines de la obtencion de la
transformada inversa, estos coeficientes, Ejp, seran constantes. Entonces, aplicando la transformada

inversa de Laplace a la ecuacion (3.2.59) se tiene:

<z L =" { S } &i’l{ S0 }+---+31{i}+
(s+a)™(s+a)™ - (s+an)™ (s+a) (s+&)° (s+ay)™

-1 En,l -1 En,z e P E”'mn _ QAN -1 1
e {(sw)}g {(S+%)z}+ " {(sw)m”}_ Z;Ew% {(S+aj)“} 5250

j= =
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La transformada inversa involucrada en la expresion anterior puede ser calculada mediante la férmula

(A.5) presentada en el apéndice, por lo que la ecuacion (3.2.60) puede ser rescrita como:

n_ M h-1 &7

e DDLE
(S+a0) 0(S_'_al) 1(S+a2) 2"'(S_'_a'n) " j=0 h=1 (h_l)'

Ahora el problema consiste en calcular los valores de los coeficientes E, . A continuacion se

describen los pasos necesarios para el calculo de la serie de coeficientes Eqp,, para lo cual se comienza

por multiplicar la ecuacion (3.2.59) por (s+a,)™, para obtener:

my ~ 1 my— my—
(s+3,)™G(s)= =,y (s+8,)™ " +Ey, (5+8)™ e+ By (S+8,) + By +

(s+a)™ - (s+a)™

(s+<’:\0)m°+|512(S+<'J‘(J)m°+...+E1 (sva)™

+E11 2 m m
"~ (s+a) (s+a) ™ (s+a)™
Lp sHa)T o (sta)™ (s+a)™
+o+ By (512) +E,, (ra) + +Eom vy (3.2.62)

Evaluando la ecuacion anterior en s=-a, se tiene que, exceptuando el término E,  , todos los

miembros del lado derecho de la ecuacion (3.2.62) se cancelan, quedando el siguiente resultado:

1

- - - - (3.2.63)
(-3 +3)"™ (- + )" (- +3)"™

EO,mo

Se ha obtenido el coeficiente E,,, de la ecuacion (3.2.59). Ahora para obtener el coeficiente E; , ,, se

deriva la ecuacion (3.2.62):
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d 1
ds| (s+a)™ - (s+a,)™

+E11£ M +'“+E.lm i M deee e +Enli w +'“+Enm i —(s+a0)m0 =
“ds| (s+a) ds( (s+a)™ “ds| (s+a)) Trds{ (s+a,)™

d my— d my— d
J:Eo,lg(s"'ao) 1+E0,2$(S+ao) 2+"'+E0,m071$(3+ao)+

:%[E&l(&raﬁ)m"_l + By (s+8)™  + o+ By (SHay) +

o B o, B o B o B By L B
+(s+a) ((S+al)+(8+ai)2+ Jr(s+a1)mlJr +(s+an)+(s+ag1)2+ +(s+aﬂ)”“]

= EO,l (mo _1) (S"' ao)mr2 + Eo,z (mo - 2) (S+ ao)mr3 + Eo,3 (mo _3) (S"' ao)m074 Tt EO,mo—l +

+m0(s+a0)m°71 EM + E1’2 2+...+i+ ...... + En'l 4 E"’Z 2+..._|_ E"’Z +
(s+a) (s+a) (s+a)" (sta) (s+a,) (s+a,)"
m d(s+a)" d(s+a)” d(s+a) "
+(s+a,) {EM & +E, = +o+ B & +
1 -2 -m,
---+Enyld(S;:“) +En,2d(S;:“) +---+Em%} (3.2.64)

La ecuacién anterior se puede sintetizar si se usa la notacion de sumas:

d 1 = E[ & _ 2 my—h-1
ds[(S+a‘f1)m1“'(s+alfn)an_ o1 T hE:l EO,h(mo h)(s+ak0) +
+“'0(S+0"fo )molz’i z"j %+(S+aé )m" ri nj LZEJF:—:L (3.2.65)
=] (s+ a, ) i o (S"'O‘kj )
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Al evaluar la ecuacion anterior en s=-—a,, las sumas que contienen el término: s=-a,, se hacen cero,

obteniéndose el coeficiente E;,, , mediante la siguiente igualdad:

d 1
o (s+a)" (s+a)" (s+a,)" ) (3269

s=-a,

De acuerdo a lo anterior es posible inferir que el coeficiente E,  , puede ser calculado al evaluar la

segunda derivada de la ecuacion (3.2.62) en s=-a,, de donde se obtiene:

1d?| o 1
Bom2 =51 g 11 (3.2.67)

Es posible continuar derivando para calcular el resto de los coeficientes E, , hasta encontrar el primer
coeficiente E;, en el cual se requiere la derivada de orden m, -1 de la ecuacion (3.2.62). Para el

my
1

calculo de la serie de coeficientes E, , se retoma la ecuacion (3.2.59) y se multiplica por (s+ al)

para obtener (s+ ai)ml é(s), luego se repiten los pasos seguidos anteriormente, pero ahora evaluando

las expresiones en s=—a, .

La metodologia anterior se puede generalizar para el calculo de todos los coeficientes E; , de la

siguiente manera:

1 d"" |y 1
E = 3.2.68
j,h (mj —h)l dsmjfh g(s+ ap)mp ( )

s=-a,

donde m es el exponente de: (s+a,)"'y 1<h<m,.
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Sustituyendo la ecuacion (3.2.68) en (3.2.61) se tiene:

—a.7 dmj—h

& | o1
< {(S+ao) M. (s+a)™ } ZZ h 1| ), ds™ " lp_a[(S+ap)mp (3.2.69)

j=0 h=1

P ] . a

A partir del resultado anterior (3.2.69), usando el primer teorema de desplazamiento (A.6), se tiene que:

—bs

. e ~ n m; (z__b)h—le—aj(r—b) dmj_h n 1 3270
* {(s+ao)m°--~(s+an)m"}_zz(h—1)!(mj—h)! ds™ " lp_[ (s+ap)m" (3.270)

j=0 h=l

La ecuacion anterior contiene la derivada de orden superior de un producto de funciones. tal derivada
puede ser resuelta si se generaliza la regla de Leibniz (Apéndice) para el célculo de una derivada

superior de un producto de dos funciones que esta dada por:
Dm( f1 fz) Z(?](DO fl)(Dmf2)+[TJ(Dl fl)(D”H f2)+[;nj(D2 fl)(DfTF2 f2)++(:J(Dmf1)(DO fz)
DmUngji(myD“nﬂDmmg):§i£myD”mnxD“g) @271)
h, —\h
Generalizando la expresion anterior para un producto de n+1 funciones:
B BRI g e

he=0 hy=0 -1

m

d . , :
donde: D™ = o es el operador derivada de orden m que actda sobre el producto de n+ 1 funciones:
X

f, f

,,-..T,. Entonces, considerando el resultado dado por (3.2.72) y haciendo la asignacion

0’ n
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f, =ﬁ, para p=0,1,2,3...n,y p=j (locual implica un producto de n funciones) se puede
s+a_ )’
p

rescribir la derivada de la ecuacion (3.2.70) como:

qm | 2 R, e h, h,,) g™ "™ “m
— H ZZ Z ( ](hzj"'(h_J{—dSm‘hhl(SJraO) 0}

S+a h;=0 h,=0 h,1=0 n-1
pil

il h,-h n-1 h . —h h

d p~pH -m, d p-1~Np “m, d N1 o
| | —sn(s+ay) | | ——(s+a,) —(s+a,) (3.2.73q)

ds@ ™ Al ggrr ds™
p=1 p=j+
i>1 j<n-1

Es importante notar que la ecuacién anterior es valida para los casos en que p=j, en donde:

0< j<n.Parael caso particular de j =0, la derivada anterior toma la siguiente forma:

dmn" | mh h,\[ gmh .
S I 5 3 A (R T

p#]

n-1 dhp,l-hp m dhn,1 )
H(—dshm“n (s+a,) ] {dsh“ (s+a,) } (3.2.73b)
mientras que para el caso j =n, se obtiene:

U | a2 h \[ dm “my
el B S e
p
n-1 hoa-hy o hos B
[H jshpl—hp (s+a,.) )H:Shm(swm) "1} (3.2.73¢)
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Sustituyendo la expresion para el calculo de derivadas dado por la serie de ecuaciones (3.2.73) en la

ecuacion (3.2.70) y evaluando en s=-a; , se obtiene la transformada inversa deseada:

“\orare e
(s+a,) ™ (s+a)™ - (s+a,)™

SRS S VI e

h=1 h=0 h,=0  h,,=0

n-l dhpfl_hp -m,
{Hw(S'F ap) ]

dhm1 -m,
{ o (Sta) }

+
p=1 =g s=—a
n-1 M ( h (z=b) m-h h h dmj—h—hl
n Y L | I s+a )™
DT BN NN N E N =
ﬁ dhp hpa )—m nl dhp—l’hp )—m |: Pna
——(s+a,) " —(s+a,) nl(s+an)m”} +
_dst P 3 0™ P ds a
j>1 o j<n-1 s=a,
m, h-1 __a (r-b) my=h M Ny _ m,—h-h,
= S R
+ S+
hzll(h_l)!(mn_h)! ;; g_:o h, h, h )| ds™" hl( ao) .
n-2 h.—h h
dr e -m, d™ My,
o (s+a,) ] —(s+a,,) } (3.2.74)
[lp_l[ ds - ds o

La transformada anterior estd en funcién de un producto de derivadas que pueden ser calculadas, en

términos generales, mediante la siguiente ecuacion:

(3.2.75)
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Haciendo uso de la ecuacion (3.2.75) para resolver las derivadas contenidas en la ecuacion (3.2.74) y

considerando que los valores de &; estan dados por: a = —aé Y 8,=0y m, =1, se tiene:

—bs

g ©
s(s+ap )™ -+

AT IS YN NE

h=1 hy=0 h,=0 n-1

Sfmennc e fmoncy e ]
{lp_z[[ (m, -1)" (—ozlf1 +oy; )m il (mn -1)! (—al‘:'l +ay )mnmm1

SEEETEE I e

1
(S+a§n)m”}= H(sz )mp "

j=2 h=l hy=0 h,=0 Ny

N | I [T i
M D 2)"““”“&] H{ ™A 2)““““””

-, +Q p=j+1 -, Q&
kj k _J<n71 kj k

_(mn+ h,,-1)! (-1)" ]+

_ ] mn+hn—l
(mn l) (—Cl'fj +0{En)

e a3 () e

(”11_1 +h —1)! (_1)hn—1
(M1 (g +a? )™

M (mp + hp B hp+1 _1)! (_1)hp v

—ay + o

] (3.2.76)
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Es posible rescribir la ecuacion anterior si se considera que en una suma finita los sumandos pueden ser
ordenados y agrupados de manera indistinta, por lo que, dada una suma que va desde h=0 hasta m, y
bajo la reasignacion: h < m-h en el argumento de la suma (B.7), se obtiene la siguiente igualdad:

th:( 2 ?"F,hh,ZBmJ Z((h):TE!mA—hh)!mzh_‘gBhlj (3.2.77)

Utilizando el resultado de la ecuacion (3.2.77) en (3.2.76) se tiene:

L

—bs }
2 \My
(stay) - (a

e

g‘—l
s(s+a; )™

IS i [} Rl e B =

h=0 =0 h,=0  h,,=0

nt (mp + hp_1 — hp —l)' (_1)hp71*hp (mn + hn—l _1)| (_1)hn71
H (m —1)' mp*(hpfl’hn) (m _]_)I 2 2 Mp+hny T
p=2 p ) (—oclf1 +a|fp) n L) (—ozk1 +akn)

Sy S (AN e

j=L h=0 h,=0 h,=0  h,,4=0

j-1 (m +h —h,, - ) (_1)hp Mot n-1 (mp +h—h _1)! (_1)hp,1—hp
H (m —1)' 2 2 my+( hp~hp.a) H (m _1)] ) ) my+( hps =)
L P (_ak "‘“kp) [ P (—akj +akp)

(m,+h -1t (-)™ X

(mn —1)| (_asi n alfn )mn+hn71
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5 5 B R R
h=0  h,=0 hy,=0  h,,=0 2 hn_1 (mn —l)! (_a; )h hy+1
ﬁ (b 1) ()" :1 - (M, +hy, =) (—1)h“m - (3.2.78)
p-1 (mp _l)! (—akzn +afp) P (mm_l)! (—alfn +a|fn71) me

El resultado anterior también puede ser obtenido usando directamente el teorema de residuos para

raices repetidas, mediante la siguiente férmula:

Res(s=3a,)= (ml A {js”;—l( TE(S)(s—a])m’)} (3.2.79)
donde:
F(s)=4— e (3.2.80)
[1(s+a,)"

Sustituyendo (3.2.80) en (3.2.79) se tiene que las transformadas inversas involucradas en la expresion

(3.2.57) se pueden calcular, en términos generales, como:

—bs

SHE S

-
(s+a,) " (s+a) =

(3.2.81)
i 1 d”‘ 4 ) i 1 e—aj (r-b) d”‘ _h i 1
— o é‘r b)s
JZ):(”\ ~1)t s lF:Q[(S+ap)% ;; h)t os"™ ];[(s+ap)"‘3
P# P#] s—a
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Esta ultima expresion es similar a la dada por la ecuacion (3.2.70) para el caso de j = n. Considerando

los resultados anteriores, es posible escribir la solucion de (3.2.57) en términos de los residuos Res |,

como sigue:

+h§h§olﬁjii&| {ZRes s=a }] (3.2.82)

La solucion anterior es valida para z—b>0, donde Res, ; es el residuo de cada singularidad s= —ajz

repetida my veces en cualquier elemento o sumando i de la ecuacion (3.2.82), con 1<i<n;
considerando los resultados dados por las ecuaciones (3.2.78) y (3.2.81), tales residuos pueden ser

determinados de la siguiente manera:
Para j=0: Res;, =Res;(s=0) = H(iz] (3.2.83a)

Para j=1:
Res;, =Res, (s=—a; )=

Ee ey NN GRS ot

'h0 h,=0  h, ;=0 !

i-1 (mp+hp,1—hp—1)! (mi+hi—l_1>!

H 2 2 Mp+hpy—hy 2 2 m;+h;
p=2 (mp —1)! (—akl +akp) (mi —1)!(—0(,(1 +a )

(3.2.83b)
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Para valoresde 1< j <i:

Res, ; =Res, (s: o} ) -

SRR (e (8 ) Loy et

h=0 h;=0 h, ;=0 ! —akj

= (mp+hp_hp+1_1)! = (mp+hpfl_hp_1)!

I I mp+hy=hpy 2 2
2 (m —1)!(— 2 yo? ) “id (m, -1)! (— +
jp>11 ( p akl akp JP< ,ljll P akl akp

)mp+ hp,l— hp

m + 1, 1) (3.2.83c)
(m —1)!(—ozﬁi +a; )mﬁh”

Res,, =Res, (s:—aé ):

m-1 h h. N
= L l o [m-L)(h hi2 |[[ -a () pymLh M
B Y S 2

i—2 _ _ i B

11 (o 1y =P nlq)fh - (m,+h, 1) — (3.2.83d)

- (mp—l)!(—ai +aip) Y i (mi—l_l)!(_ai, +ai.4)

Esta Gltima expresion es valida para: 0< j <i, donde 1<i<n, con las siguientes restricciones: si j=1,
los productos que dependen de los indices p seran iguales a 1. Si j =i entonces hj;1=0 y el producto

que involucra factores cuyo contador p vade 1 hasta j—1 esigual a 1.

Resumiendo, hasta el momento se ha obtenido una solucién analitica completa para el céalculo de la
concentracion del efluente, sin embargo, esta solucion solamente sera exacta si el nimero de raices
tiende a infinito, lo cual representa un problema para evaluar dicha solucion. No obstante, para fines
practicos, es posible considerar un nimero finito y, bajo ciertas condiciones, pequefio de raices. En la
seccidn siguiente, se presenta la simplificacion de la solucién general dada por (3.2.80), para el caso de

una y dos raices, asi como algunos cambios para adecuarlo a los calculos computacionales.
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3.2.2.- Soluciones aproximadas considerando una y dos raices

A continuacion se presenta una solucion aproximada de la ecuacion general (3.2.82), en la que solo se

ha considerado una sola raiz (n=1):

uf(z,r){ﬁ B] (r-Db)+ ZZ

j=1

_ 4 Bib = Blnlbnl ~ e le e—af(rfb) m; -1 I:alz(z__b)]mrhrl i
=e 1+Z m! ; r;l! ™ Z (ml—hl—l)! =

m=1 h,=0

=1_e_af(r-b)-slbi (Cl/al) Z[al (T_b)] (3.2.84)

m=1 ml! h,=0 (ml - h1 _l)!

La ecuacion anterior, aunque mucho mas simple que la solucion general dada por (3.2.82), presenta
problemas de célculo debido a que los factoriales involucrados en (3.2.84) pueden alcanzar valores
muy altos, no soportados por la computadora, antes de que la serie pueda convergir; esta observacion
fue hecha por Liaw, et al., (1979), quienes resolvieron dicha dificultad mediante el uso de la siguiente

igualdad:
¢ T(c
F: I | (l—) (3.2.85)

J C . . . .,
Para calcular el producto I I(I—j primero se calcula el primer cociente c/1, cuya solucion se

multiplica por el cociente ¢/2 para luego multiplicar el resultado al cociente ¢/3 y asi sucesivamente
hasta multiplicar todos los factores involucrados en dicho producto. Notese el hecho de que, dado que ¢

es constante con respecto al indice |,y a su vez este ultimo va aumentando, entonces el cociente c/|

es decreciente, de modo que para j >>c entonces ¢/l —0; este Gltimo hecho es importante para fines
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3.2.2.- Soluciones aproximadas considerando una y dos raíces


A continuación se presenta una solución aproximada de la ecuación general (3.2.82), en la que solo se ha considerado una sola raíz (n=1):
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(3.2.84)


La ecuación anterior, aunque mucho más simple que la solución general dada por (3.2.82), presenta problemas de cálculo debido a que los factoriales involucrados en (3.2.84) pueden alcanzar valores muy altos, no soportados por la computadora, antes de que la serie pueda convergir; esta observación fue hecha por Liaw, et al., (1979), quienes resolvieron dicha dificultad mediante el uso de la siguiente igualdad:
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(3.2.85)


Para calcular el producto 
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, primero se calcula el primer cociente 
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, cuya solución se multiplica por el cociente 
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 para luego multiplicar el resultado al cociente 
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 y así sucesivamente hasta multiplicar todos los factores involucrados en dicho producto. Nótese el hecho de que, dado que c es constante con respecto al índice  l , y a su vez este último va aumentando, entonces el cociente 
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 es decreciente, de modo que para 
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; este último hecho es importante para fines de cómputo, ya que si bien el producto de los primeros factores de 
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 puede ser muy grande y creciente, llega un momento en el que ese comportamiento se va abatiendo, permitiendo la convergencia de las series de la ecuación (3.2.84) sin problemas de obtener valores que no pueden ser soportados por las computadoras. Entonces sustituyendo la igualdad (3.2.85) en (3.2.84) se obtiene:
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(3.2.86)


Mediante la expresión anterior es posible realizar el cálculo de la concentración del efluente para una alimentación constante, de tipo escalón unitario. Cabe mencionar que los índices m, en este caso m1, son utilizados como contadores en las sumas que resultan de las expansiones en series de Taylor, por lo que el número de términos a considerar en dichas series es independiente del número de raíces que resultan de la suma infinita de la fórmula de Heaviside, por lo que es necesario definir un número M finito de términos a considerar en la expansión de series de Taylor. En la sección de resultados se presentan los perfiles obtenidos mediante ésta ecuación, con M=150 (aunque en ocasiones se pueden requerir muchos menos términos) obteniéndose resultados bastante aceptables para las regiones límite en las que 
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, la explicación de esto se realizará con mayor detalle en el capítulo siguiente. 

Una aproximación más adecuada que la anterior es la que considera dos raíces. Para tal caso la expresión (3.2.82) toma la siguiente forma:
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(3.2.87)


Cuyos residuos son calculados como sigue:
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(3.2.88a)
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(3.2.88b)
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(3.2.88c)
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(3.2.88d)
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Para las ecuaciones anteriores (3.2.87)-(3.2.88) también será indispensable utilizar la igualdad dada por (3.2.85). Tal solución es útil para muchos más casos de los que se pueden resolver con la ecuación (3.2.86), no obstante los tiempos de cálculo pueden crecer considerablemente mientras más términos tomen las expansiones en series de Taylor. Por otro lado, es de esperar que mientras mayor sea el número de raíces 
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 consideradas, mayor debería ser la exactitud de los cálculos, pero a expensas de un mayor tiempo de cómputo.

En la sección siguiente, 3.2.3, se presenta el algoritmo empleado para el cálculo de las raíces requeridas en la solución general dada por (3.2.82).
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j
de computo, ya que si bien el producto de los primeros factores de H(%j puede ser muy grande y
1=1

creciente, llega un momento en el que ese comportamiento se va abatiendo, permitiendo la
convergencia de las series de la ecuacion (3.2.84) sin problemas de obtener valores que no pueden ser

soportados por las computadoras. Entonces sustituyendo la igualdad (3.2.85) en (3.2.84) se obtiene:

m;—hy

M m m; -1 2
[B,bra?(r- b m, —h o (t—b
U, (r.z)=1-¢ * b)]z | |Bl|— az(r_;) [ ] 1(| ) (3.2.86)
I=1 h=0 1

m=1 1=1

Mediante la expresion anterior es posible realizar el calculo de la concentracion del efluente para una
alimentacion constante, de tipo escalon unitario. Cabe mencionar que los indices m, en este caso m;,
son utilizados como contadores en las sumas que resultan de las expansiones en series de Taylor, por lo
que el nimero de términos a considerar en dichas series es independiente del nimero de raices que
resultan de la suma infinita de la formula de Heaviside, por lo que es necesario definir un nimero M
finito de términos a considerar en la expansion de series de Taylor. En la seccién de resultados se
presentan los perfiles obtenidos mediante ésta ecuacion, con M=150 (aunque en ocasiones se pueden
requerir muchos menos términos) obteniéndose resultados bastante aceptables para las regiones limite

en las que ¢ — 0, la explicacion de esto se realizara con mayor detalle en el capitulo siguiente.

Una aproximacion mas adecuada que la anterior es la que considera dos raices. Para tal caso la
expresion (3.2.82) toma la siguiente forma:

n=2 2 o) my 1

U, (Z,7)= He’BJb %(r—b)+zz mk: ZReslj +
= o " (3.2.87)
1 2 0 0 m m, 2
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Cuyos residuos son calculados como sigue:

Res,, = 1 o (3.2.88a)
()
m;-1 hy m-1-h; _—a? (z-b)
-1 | — _ 1
Res,, :;Z(ml j h!(-1)"(s-b) __°© (3.2.88)
(rnl_l)' h;= hl (_a‘fl) l
1
Res,, = (3.2.88c)

m-1 h B m—-h _g2 (-b)
Res?l:( - ii (mz+h2_1] ([aé(r b)}- i (3.2.88d)

m,~1-h)! | 1-(a, /s )Zr

my-1 h 2 Y 1Me M -k, (--b)
Res,, - -1 ZZ (ml +hh2 —1] ( [akz (z b)__ e (3.2.880)
2

(0552 )’“2 (_a,fz +05If1 )’“1 hy=0 h,=0 m, _1_h1)! 1_(% /Osz )2i|h2

Para las ecuaciones anteriores (3.2.87)-(3.2.88) también serd indispensable utilizar la igualdad dada por
(3.2.85). Tal solucion es util para muchos mas casos de los que se pueden resolver con la ecuacion
(3.2.86), no obstante los tiempos de calculo pueden crecer considerablemente mientras mas términos

tomen las expansiones en series de Taylor. Por otro lado, es de esperar que mientras mayor sea el

namero de raices s= —ajz consideradas, mayor deberia ser la exactitud de los célculos, pero a expensas

de un mayor tiempo de computo.

En la seccion siguiente, 3.2.3, se presenta el algoritmo empleado para el calculo de las raices requeridas

en la solucion general dada por (3.2.82).
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3.2.3- Calculo de las raices

En la seccién 3.2.1 se obtuvo una solucion analitica general del modelo de una columna de lecho
empacado (cromatografica). Para ello fue necesario utilizar la formula de Heaviside (3.2.34), la cual

involucra el célculo de las raices que satisfacen a la ecuacion (4.2.50) que se puede rescribir como:
1
tan (0(1-): lT aj (3289)
1 . . . . .
donde: —— =cte, siendo ¢ el parametro de resistencia de pelicula.

La ecuacion (3.2.89) puede ser interpretada como la igualdad de una funcién trigonométrica con una

funcion lineal, donde la relacion ]/(1—¢) es la pendiente, m, de dicha funcion. En la figura 3.1 se
presenta la grafica descrita por la ecuacion (3.2.89).

-5n/2 -2n -3n/2 -n  -m/2 0 nl2 n 3n/2 2n 5=n/2
1 1 | 1

T U N g=mx
20 4 | T
T ¢
10 ‘
1 X

Funciones f (x),y g (x)
o

-10

h(x)3 = tan(x)
-20 l :

:'I'II'II'I'II'II'I"I'I'I"III|
876 -5-4-3-2-101 234586 78

Fig. 3.1.- Gréfica de la ecuacidon generadora de las raices a.
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3.2.3- Cálculo de las raíces


En la sección 3.2.1 se obtuvo una solución analítica general del modelo de una columna de lecho empacado (cromatográfica). Para ello fue necesario utilizar la fórmula de Heaviside (3.2.34), la cual involucra el cálculo de las raíces que satisfacen a la ecuación (4.2.50) que se puede rescribir como:
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(3.2.89)


donde:
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, siendo  el parámetro de resistencia de película. 


La ecuación (3.2.89) puede ser interpretada como la igualdad de una función trigonométrica con una función lineal, donde la relación 
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 es la pendiente, m,  de dicha función. En la figura 3.1 se presenta la gráfica descrita por la ecuación (3.2.89).
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De la gráfica anterior se pueden hacer las siguientes observaciones: 


a) El número de raíces j, que satisfacen a la ecuación (3.2.89) es infinito.


b) Gráficamente, dichas raíces se localizan en la intersección de las funciones h(x)=tan(x) y g(x)=mx. 


c) Dado que las funciones  h(x)=tan(x)  y  g(x)=mx  son impares, se tiene que 
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d) Dado que el parámetro de resistencia de película no puede ser negativo, y considerando que la pendiente 

[image: image6.wmf](


)


11


m


f


=-


, entonces se puede afirmar que:


Para 


[image: image7.wmf]011


m


f


£<Þ³



(3.2.90a)






[image: image8.wmf]1


m


f


®Þ®+¥



(3.2.90b)





[image: image9.wmf]10


m


f


>Þ<



(3.2.90c)






[image: image10.wmf]0


m


f


®¥Þ®



(3.2.90d)


Es decir, en este caso la pendiente m no está definida en el intervalo 
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e) Al aumentar 
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 se tiene que j  (la intersección de la recta con la función tangente) se aproxima al valor dado por las asíntotas verticales de la gráfica, es decir:
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donde j es un número entero.


f) Cuando el parámetro de resistencia tiende a 1, 
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, el comportamiento de j es el siguiente:
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g) Cuando el parámetro 
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  es muy grande, se tiene que:
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(3.2.93)


Para calcular las raíces de la ecuación (3.2.89) es necesario implementar un método numérico, en este caso el de Regula Falsi, para lo cual las observaciones escritas anteriormente son muy útiles para establecer las condiciones de inicio y criterios de paro empleados en dicho método.


Es conveniente hacer notar que si bien el método de Regula Falsi se realizará con el propósito de obtener las raíces j, en realidad la variable de interés empleada en el teorema de Heaviside, es 
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 por lo que es innecesario el cálculo de las raíces negativas 
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En el método de Regula Falsi se utilizan las siguientes ecuaciones [Nieves, et al., 1995]:
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donde: x0  y  x1  son datos de entrada propuestos de manera que el valor xj  a calcular cumpla con la siguiente condición: 
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Dado que la función 
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 es periódica y discontinua, entonces también f(x) es discontinua y está seccionada por las asíntotas 
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, de manera tal, que en cada sección generada existe una raíz j, excepto en la sección definida por el intervalo 
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, si m1. Debido a lo anterior, en todas las secciones definidas por los intervalos 
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Considerando las ideas anteriores los valores x0 y x1 pueden proponerse (para cada sección), de la siguiente manera:
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para  
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En la figura 3.2, que se presenta en la última hoja de esta sección, se muestra el diagrama de bloques del algoritmo empleado para el cálculo de las raíces j.




Fig. 3.2.- Diagrama de flujo para el cálculo de la raíz (j.

3.2.4.- Convergencia de la solución

Como se mencionó al inicio de esta sección, el cálculo de las raíces j , se realiza debido a la necesidad de emplear la fórmula de Heaviside para expresar la función 
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, originalmente una función de expresiones trigonométricas, en términos de una serie infinita que involucra el cálculo de los términos Aj que están en función de j, como se puede ver en la ecuación (3.2.51).
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Por otra parte, la solución analítica completa para la obtención de la concentración adimensional del efluente dada por (3.2.82) y sus residuos (3.2.83a-3.2.83d) son una suma de n componentes, de la forma:
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(3.2.98)


donde los residuos i, j se calculan:
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 (3.2.99)

En general, los términos anteriores son función de las variables de tiempo y posición adimensional, así como de los grupos adimensionales, (, (, y (, y especialmente de las raíces (j y de Aj (ecuación 3.2.51), por ello es posible analizar el comportamiento de la solución general a partir del análisis de dichas variables y parámetros. En la ecuación (3.2.98), el producto de exponenciales (entre corchetes) es función del producto: 

[image: image44.wmf]2


3


jjjj


BbCZA


afq


==


, y dado que los parámetros Z, (, y (, quedan fijados al establecer un sistema en particular (una columna cromatográfica dada), entonces cuando la j-ésima raíz tiende a infinito,  se tiene que:
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(3.2.100)


Del resultado anterior, es posible afirmar que el producto 
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 puede ser importante para valores de j pequeños (dependiendo de la relación: 
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), sin embargo, para valores de j suficientemente grandes, los términos contenidos en las sumas anidadas, así como los residuos, son los que realmente terminan de definir el comportamiento de la solución general. El límite de Cj cuando (j  tiende a infinito es:
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para  j = 0,1,2,…
(3.2.101)


Sin embargo también es importante considerar que para un valor de m suficientemente grande:
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(3.2.102)

En tanto que el límite de la exponencial contenida dentro de las sumas anidadas de la ecuación (3.2.98) cuando j tiende a infinito es:
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(3.2.103)

El análisis de convergencia del resto de los términos contenidos en las sumas anidadas, requiere un tratamiento exhaustivo que en el presente trabajo no se realiza; sin embargo, considerando los efectos  combinados de los factoriales y el resultado (3.2.102), se supondrá que el término exponencial es el que determina el comportamiento de las sumas anidadas, por lo que únicamente será necesario calcular un número finito de raíces (j.

A fin de complementar los resultados anteriores, realizados para los casos en que j es un número entero suficientemente grande, y la raíz 
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 entonces se tiene que:
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Para tales valores las variables Bj y Cj se comportan de la siguiente manera:
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(3.2.106a)
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Cuando 
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y para el caso particular de  Z=1, se tiene que: 
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(3.2.112)

Y para  valores grandes de  es decir 
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(3.2.115)

De todo el análisis anterior es posible considerar, por una parte, que los términos más importantes en la determinación del comportamiento de la solución general son:
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donde dos términos importantes son: Bjb y las raíces (j. Por otra parte se observa que los valores de Aj, y bBj, son dependientes de las de las razones: 
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 para ambos casos; en tanto que Cj es el producto: 
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. Esto tiene como consecuencia la necesidad de considerar un mayor número de raíces, a fin de que el producto de exponenciales sea diferente de cero.  Si además 
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 por lo que es necesario aumentar el número de términos,  m,  de la expansión en series de la exponencial, a fin de obtener una buena aproximación.

Para finalizar este capítulo, se analizará la convergencia de la solución obtenida en la sección 3.2.1, para su caso más simple, esto es, considerando una sola raíz:
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(3.2.119)

sin embargo, es posible rescribir la última suma como:
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(3.2.120)
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(3.2.121)

pero por definición se sabe que:
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(3.2.122)

por lo tanto es posible afirmar, por criterio de comparación de series, que la suma: 
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 es convergente; utilizando el mismo criterio y tomando en cuenta los resultados (3.2.120) y (3.2.121):
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es decir:
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(3.2.123)


De acuerdo con el resultado anterior, es posible afirmar que la ecuación (3.2.119) es convergente. Para visualizar esta última idea, se utilizará el resultado (3.2.123) sobre (3.2.119), de donde se puede concluir lo siguiente:
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(3.2.124)


De la ecuación (3.2.124) se puede concluir directamente que la solución aproximada a un término, debe ser convergente, y aunque la rapidez de convergencia estará determinada por los valores que tomen los parámetros involucrados, es posible afirmar que, en general, Uf  debe convergir rápidamente. Se espera que este mismo procedimiento funcione para el caso de la solución truncada a dos términos (3.2.87), o más.


En la siguiente sección se muestran los resultados obtenidos a partir de las aproximaciones para una y dos raíces, así como las variaciones que presentan los resultados al mover los diferentes parámetros involucrados.
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De la grafica anterior se pueden hacer las siguientes observaciones:
a) El numero de raices ¢, que satisfacen a la ecuacion (3.2.89) es infinito.

b) Graficamente, dichas raices se localizan en la interseccion de las funciones h(x)=tan(x) y

g(x)=mx.

c¢) Dado que las funciones h(x)=tan(x) y g(x)=mx son impares, se tiene que «_; = - .

d) Dado que el pardmetro de resistencia de pelicula ¢ no puede ser negativo, y considerando que

la pendiente m:]/(1—¢), entonces se puede afirmar que:

Para 0<¢p<l = m=1 (3.2.90a)
p—>1 = m-o+o (3.2.90b)

p>1 = m<0 (3.2.90c)

p—>0 = m—>0 (3.2.90d)

Es decir, en este caso la pendiente mno esta definida en el intervalo (0,1].

e) Al aumentar |x| se tiene que ¢ (la interseccion de la recta con la funcién tangente) se aproxima

al valor dado por las asintotas verticales de la gréfica, es decir:
. T .
X—>o = a —>(2]—1)E : j>>0 (3.2.91a)

J

X—>—mo = 0@—)—(2]—1)%, j>>0 (3.2.91b)

donde j es un nimero entero.

61



Casa dhiore alienss Desarrollo

f) Cuando el parametro de resistencia tiende a 1, ¢ —1, el comportamiento de ¢ es el siguiente:

m>>1  « —>(2j—1)% para >0 (3.2.92)

g) Cuando el parametro ¢ — oo €s muy grande, se tiene que:

m—0 a; —>jrx j>0 (3.2.93)

Para calcular las raices de la ecuacion (3.2.89) es necesario implementar un método numérico, en este
caso el de Regula Falsi, para lo cual las observaciones escritas anteriormente son muy Utiles para
establecer las condiciones de inicio y criterios de paro empleados en dicho método.

Es conveniente hacer notar que si bien el método de Regula Falsi se realizara con el propdsito de

obtener las raices o, en realidad la variable de interés empleada en el teorema de Heaviside, es

S = —af por lo que es innecesario el calculo de las raices negativas «_; .

En el método de Regula Falsi se utilizan las siguientes ecuaciones [Nieves, et al., 1995]:

I k. 3.2.94
) 10 Y 0299
f(x)= tan(x)—ﬁx (3.2.95)

donde: Xo y x: son datos de entrada propuestos de manera que el valor x; a calcular cumpla con la

siguiente condicion: X, < X; < X; .

Dado que la funcién tan(x) es periddica y discontinua, entonces también f(x) es discontinua y esta

. , T . .. . ,
seccionada por las asintotas x = 5(21 —1), de manera tal, que en cada seccion generada existe una raiz
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a;, excepto en la seccion definida por el intervalo [O, %} en el que se puede encontrar una raiz
adicional a o, =0, si m>1. Debido a lo anterior, en todas las secciones definidas por los intervalos
(Z(Zj -1), %(2] +1)J, con j>0, es posible encontrar una unica raiz, por lo que es posible utilizar el

método de Regula-Falsi para cada seccién; es decir: el algoritmo empleado en cada seccion es el

mismo, Unicamente cambian los valores X, y X;, ya que la j-ésima raiz ¢; de la j-ésima seccion, debe

estar contenida en el intervalo (X,, x,), definido para cada seccién.

Considerando las ideas anteriores los valores X, y X; pueden proponerse (para cada seccion), de la

siguiente manera:

Si 0<¢ <1, esdecir m>1 se propone:

X% =3.1416 (j -1) (3.2.96a)
X, = 3'1;”5 (2j-1) (3.2.96h)
para ¢>1,0 m<O0 se tiene:
_ 3'1;‘16 (2j-1) (3.2.97a)
X, = 3.14159 j (3.2.97b)

En la figura 3.2, que se presenta en la ultima hoja de esta seccion, se muestra el diagrama de bloques

del algoritmo empleado para el calculo de las raices ;.
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( Inicio )

A 4

Hacer k=1

Sl NO

A 4 A 4

Proponer Xp Proponer Xo
(Ecuacion 3.2.96a) (Ecuacion 3.2.97a)

A 4 A 4

Proponer x; Proponer x;
(Ecuacion 3.2.96b) (Ecuacion 3.2.97b)

A 4

Calcular f(xp) y f(x) k=k+1
(Ecuacion 3.2.95)

A

A 4

Calcular x;
(Ecuacion 3.2.94)

A 4
Calcular f(x)

| f(x)] <0.0001

NO

Xo = X

X1 =X

Fig. 3.2.- Diagrama de flujo para el calculo de la raiz o
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3.2.4.- Convergencia de la solucion

Como se menciond al inicio de esta seccion, el calculo de las raices ¢; , se realiza debido a la necesidad
de emplear la férmula de Heaviside para expresar la funcién 5(3), originalmente una funcién de

expresiones trigonométricas, en términos de una serie infinita que involucra el calculo de los términos

A que estan en funcion de ¢, como se puede ver en la ecuacion (3.2.51).

A 2(cos(a;) —sen(a;)/a; )
b (¢+1)cos (aj)+(¢—1—al.2)sen (@))/a

(3.2.51)

Por otra parte, la solucién analitica completa para la obtencién de la concentracién adimensional del

efluente dada por (3.2.82) y sus residuos (3.2.83a-3.2.83d) son una suma de n componentes, de la

forma:
) n—i+l n-i+2 C C
{H Bb];g‘ﬁl lz:m K;ﬂ Z Z”l rTIZ' (ZRGS S ak J (3.2.98)

donde los residuos i, j se calculan:

w38 S (o

h=0 h,=0  h,_4=0 i-1 -,

f (my+h, —h,,-1)! 1'—1 (m,+hy,—h,-1)! (m+h,—1)! 5299
s (my (et v 7 | (- (e e [ () el |

En general, los términos anteriores son funcién de las variables de tiempo y posicion adimensional, asi
como de los grupos adimensionales, 6, ¢, y w, y especialmente de las raices «; y de A (ecuacion
3.2.51), por ello es posible analizar el comportamiento de la solucion general a partir del andlisis de

dichas variables y parametros. En la ecuacion (3.2.98), el producto de exponenciales (entre corchetes)

65



Casa dhiore alienss Desarrollo

es funcion del producto: B;b=C, /ozj2 = 3¢ZAi/6? , ¥ dado que los parametros Z, ¢, y 6, quedan fijados

al establecer un sistema en particular (una columna cromatografica dada), entonces cuando la j-ésima

raiz tiende a infinito, se tiene que:

lim ij=%|im A=0 = lime™ =1 para ajijl i=0123.... (3.2.100)

1
aj—w aj—® aj—o 2

Del resultado anterior, es posible afirmar que el producto B;b puede ser importante para valores de j

pequefios (dependiendo de la relacién: ¢/8), sin embargo, para valores de j suficientemente grandes,

los términos contenidos en las sumas anidadas, asi como los residuos, son los que realmente terminan

de definir el comportamiento de la solucion general. El limite de C; cuando ¢; tiende a infinito es:

. . 347 .
lim C = lim &?Bb=22% lim a’A =
aj o ! aj—o 1 0 aj—>© 1

_ 2(cos(a;)—sen(a;)/e; ) _2(cos(a;)-sen(a;)/a;)
=Jim L)cos(a;) (4-1) sen(a,) o= sen(«; ) B
o (greos(@) | (970) g,y SE@) _sntey)
a @ a, a;
— o0, jr<a,<(2j+1)7/2
= lim 2( ket +1]_ para j=0,1,2,... (3.2.101)

+oo, (2j+1)7/2<a; <(j+1)7
Sin embargo también es importante considerar que para un valor de msuficientemente grande:

m>c" = 1> JimS—o (3.2.102)
m! m-o m|l
En tanto que el limite de la exponencial contenida dentro de las sumas anidadas de la ecuacion (3.2.98)

cuando j tiende a infinito es:

lim e =0 (3.2.103)

aj—>oo
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El analisis de convergencia del resto de los términos contenidos en las sumas anidadas, requiere un
tratamiento exhaustivo que en el presente trabajo no se realiza; sin embargo, considerando los efectos
combinados de los factoriales y el resultado (3.2.102), se supondra que el término exponencial es el que
determina el comportamiento de las sumas anidadas, por lo que Unicamente sera necesario calcular un

namero finito de raices ¢.

A fin de complementar los resultados anteriores, realizados para los casos en que j es un numero entero

suficientemente grande, y la raiz «; # j7z/2, se analizara el comportamiento de los términos: A;, By y
Cj, para los casos extremos en que: ¢; —>(2j —1)7:/2, Yy a; — jz (verincisos d, fy g de la presente

seccion).

Para 0<¢<1:>|m| >1, y con j suficientemente grande, de tal manera que: «; — (2] —1)% entonces

se tiene que:
A= 2 (3.2.104)
p-1-qc;
Para tales valores las variables B; y Cj se comportan de la siguiente manera:
6oy 6y
B, =3¢yA = = . (3.2.105a)
p-l-a; 1+ 1
¢
Bb=|——2¢ |3 (3.2.105h)
p-l-a; ) 0
—2a°? —
c =4 (3Z¢): 6 4, 6 Ly (3.2.106a)
(¢—1—aj) 0 $-1 0 4(1_¢) 0
;1 I3
a, 7l (2] —1)
lim C, = ez% (3.2.106h)

67



Casa dhiore alienss Desarrollo

Cuando ¢ —1 el valor absoluto de la pendiente |m[>>1y j>1,es decir o, —> (2j-1) % entonces la

expresion anterior toma la siguiente forma:

2

.= 3.2.107
A= (3:2.107)
||’m|3jb=£2E (3.2.108)
g1 a; 0

, Z
limC, =6= (3.2.109)
p—1 12

y para el caso particular de Z=1, se tiene que: C, :g.

Si ¢>1,(m<0),y los valores de j son suficientemente grandes de tal modo que «; — jz, entonces:

A __2 (3.2.110)
g+l
Bb=| 2% |? (3.2.111)
p+1)60
6Za’
c = 2% |2 (3.2.112)
$p+1 |0
Y para valores grandes de ¢ es decir m— 0 (independientemente del valor de j) se tiene que:
limA =0 2.
¢|%A] (3.2.113)
lim ij=6—z (3.2.114)
p—o H
. 6Za?
limC, = ' (3.2.115)
p—>0
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De todo el analisis anterior es posible considerar, por una parte, que los términos mas importantes en la

determinacion del comportamiento de la solucién general son:

exp(-Bb) = exp[—(%jZAj} (3.2.116)
exp[—af(r—b)] (3.2.117)
< (3.2.118)

m!

donde dos términos importantes son: Bjb y las raices ¢;. Por otra parte se observa que los valores de A;,

y bB;, son dependientes de las de las razones: —2/(¢—1—0(j2) para 0<¢<1, 2/(¢+1) para ¢>1,y

3¢/6 para ambos casos; en tanto que Cj es el producto: afij.

Si el pardmetro de longitud de lecho es suficientemente pequefio (lo cual ocurre en columnas

cromatograficas), de manera que: 3¢ > 6 entonces: exp(—ij) — 0 . Esto tiene como consecuencia la
necesidad de considerar un mayor nimero de raices, a fin de que el producto de exponenciales sea
diferente de cero. Si ademas ¢ >1, entonces Bb= f(aj), por lo que el efecto de 3¢/6 no se ve
atenuado por «;, y C;“/m!: f (aj) por lo que es necesario aumentar el nimero de términos, m, de la

expansion en series de la exponencial, a fin de obtener una buena aproximacion.

Para finalizar este capitulo, se analizara la convergencia de la solucion obtenida en la seccion 3.2.1,

para su caso mas simple, esto es, considerando una sola raiz:

© 2\M m-1 2(_ my—hy -1
U, z1-e ey (leriﬁl ) Z[“l( g_?]_l)' (3.2.119)
m, =1 : hy=0 1 :

69



Casa dhiore alienss Desarrollo

sin embargo, es posible rescribir la Gltima suma como:

i[al (r—b)] :i[al (r—b)] (32.120)

& (m-h -1 L h,!

§la(-b]" o fai(eb)]" -

h,! h,!

h, =0 hy=0

pero por definicion se sabe que:

o0 2 hy
&) _ ZM (3.2.122)

h,!

h, =0

= [af (r- b)] "

por lo tanto es posible afirmar, por criterio de comparacion de series, que la suma: Z h
h,=0 1-
es convergente; utilizando el mismo criterio y tomando en cuenta los resultados (3.2.120) y (3.2.121):

i (C/at)" E[aﬁ(r—b)]m”“ < Z (C/at)” i[aﬁ(f—b)]“l

m, =1 m, ! hy=0 (ml_hl_l)! m, =1 m, ! h,=0 h,!
Z”: (Cl/otf)ml mlzl[af(r—b)]mlhll Py eaf(r—b)i (Cl/otf)n1

m, =1 m, ! h,=0 (ml —h _1)! m;=1 m, !

es decir:

Z‘: (C/e)" f[af (r-b)]" ™" < gD [eQ/“f —1} (3.2.123)

m, =1 m, ! hy=0 (ml —h, _1)!

De acuerdo con el resultado anterior, es posible afirmar que la ecuacion (3.2.119) es convergente. Para
visualizar esta Gltima idea, se utilizara el resultado (3.2.123) sobre (3.2.119), de donde se puede

concluir lo siguiente:
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m m m;—h; -1
- [al (- b}

o d(e)- Blbi 1/051 Z < @a(b)Bb |:eaf(f—b) (eC/af _1)}
ml h, 1)

my=1 h;=0

o 2\ M o Mt
u, =1—e*“f‘f*b)*51bz (C{:: 1|) Z[azr(nj i)} T < 1-e®  (32124)
m, =1 : hy=0 )

De la ecuacidn (3.2.124) se puede concluir directamente que la solucion aproximada a un término, debe
ser convergente, y aunque la rapidez de convergencia estara determinada por los valores que tomen los
parametros involucrados, es posible afirmar que, en general, Us debe convergir rapidamente. Se espera
que este mismo procedimiento funcione para el caso de la solucion truncada a dos términos (3.2.87), o

mas.
En la siguiente seccidn se muestran los resultados obtenidos a partir de las aproximaciones para una y

dos raices, asi como las variaciones que presentan los resultados al mover los diferentes parametros

involucrados.
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CariTUuLO4

RESULTADOS

En esta seccion se presentan los perfiles de concentracion con respecto a la posicion longitudinal de la
columna de lecho empacado a un tiempo fijo, asi como las curvas de ruptura (a una posicion fija Z=1)
obtenidas mediante la evaluacion de la solucion analitica encontrada considerando Gnicamente una y
dos raices (ecuaciones 4.1 y 4.2), y se comparan contra los perfiles presentados por Rosen, et al.,
(1952), (referencia clasica en el estudio de problemas de lecho fijo considerando el término de
dispersion axial como cero), Serna, et al., (1992), y con los resultados obtenidos con la solucion
aproximada reportado por Liaw, et al., (1979).

El orden en el que se presentaran los resultados y las comparaciones es el siguiente:

4.1.- Curvas de ruptura y perfiles de concentracién

4.1.1.- Curvas de ruptura para una alimentacion de tipo escaldn unitario y pulso finito.

4.1.2.- Efecto de los diferentes parametros sobre las curvas de ruptura.

4.1.3.- Perfiles de concentracion para alimentaciones de tipo escalon unitario y pulso finito.
4.2.- Comparacion de las curvas de ruptura obtenidas en este trabajo con respecto a las reportadas

en literatura para una alimentacion del tipo escaldn unitario.

En la seccion 4.2, ademas de presentarse la comparacion de curvas de ruptura, también se realizan un

par de graficas de curvas de error para complementar el analisis presentado en dicha seccion.

Antes de iniciar la presentacion y analisis de resultados es conveniente recordar que la solucién general
obtenida en el desarrollo de este trabajo debe ser truncada a un namero finito de términos de la serie
infinita; esto, con el fin de poder evaluar dicha solucién. En el presente trabajo (PT), se han

considerando Unicamente una y dos raices, 1T y 2T, de donde resultan las siguientes ecuaciones:
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CAPÍTULO 4

RESULTADOS

En esta sección se presentan los perfiles de concentración con respecto a la posición longitudinal  de la columna de lecho empacado a un tiempo fijo, así como las curvas de ruptura (a una posición fija Z=1) obtenidas mediante la evaluación de la solución analítica encontrada considerando únicamente una y dos raíces (ecuaciones 4.1 y 4.2), y se comparan contra los perfiles presentados por Rosen, et al., (1952), (referencia clásica en el estudio de problemas de lecho fijo considerando el término de dispersión axial como cero), Serna, et al., (1992), y con los resultados obtenidos con la solución aproximada reportado por Liaw, et al., (1979).

El orden en el que se presentarán los resultados y las comparaciones es el siguiente:


4.1.- Curvas de ruptura y perfiles de concentración



4.1.1.- Curvas de ruptura para una alimentación de tipo escalón unitario y pulso finito.



4.1.2.- Efecto de los diferentes parámetros sobre las curvas de ruptura.


4.1.3.- Perfiles de concentración para alimentaciones de tipo escalón unitario y pulso finito.


4.2.- Comparación de las curvas de ruptura obtenidas en este trabajo con respecto a las reportadas en literatura para una alimentación del tipo escalón unitario. 


En la sección 4.2, además de presentarse la comparación de curvas de ruptura, también se realizan un par de gráficas de curvas de error para complementar el análisis presentado en dicha sección.


Antes de iniciar la presentación y análisis de resultados es conveniente recordar que la solución general obtenida en el desarrollo de este trabajo debe ser truncada a un número finito de términos de la serie infinita; esto, con el fin de poder evaluar dicha solución. En el presente trabajo (PT), se han considerando únicamente una y dos raíces, 1T y 2T, de donde resultan las siguientes ecuaciones:
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(4.2)


En tanto que la solución semi-analítica obtenida por Liaw queda expresada por la siguiente ecuación:
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(4.3)


Donde los parámetros involucrados en la ecuación (4.3) están dadas por.
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4.1.- Curvas de ruptura y perfiles de concentración


4.1.1.- Curvas de ruptura para una alimentación de tipo escalón unitario


Como se ha mencionado en la introducción (sección 2.1), las curvas de ruptura son las gráficas de la variación de la concentración del efluente con respecto al tiempo, obtenidas, en este caso, a partir de la solución analítica aproximada a dos términos (2T) y presentadas en forma adimensional. Tales curvas han sido obtenidas considerando dos tipos de alimentaciones: pulso escalón unitario y pulso finito.

Cuando una columna de lecho empacado es alimentada por un flujo constante de manera continua y con una concentración constante (

[image: image10.wmf]0


00


;1


ff


zZ


CCU


==


==


), la alimentación puede ser representada matemáticamente por una función escalón unitario (característica en columnas de adsorción) Las ecuaciones (4.1) – (4.3) son soluciones para la concentración del efluente considerando dicho tipo de alimentación (como una condición de frontera).


Una alimentación de tipo pulso finito se puede interpretar como una inyección de muestra en la columna cromatográfica durante cierto periodo finito de tiempo, si este periodo es muy pequeño, de manera tal que la inyección es casi instantánea, entonces el tipo de alimentación es un pulso infinito. Es posible calcular la concentración para una alimentación de tipo pulso finito, 
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,  a partir de las concentraciones para escalón unitario:
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donde: (1 es el tiempo adimensional que dura la “inyección”, 
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La gráfica 4.1.1 representa el primer ejemplo de curvas de ruptura típicas de una alimentación de tipo escalón unitario, las cuales fueron generadas a partir de la solución obtenida en el presente trabajo aproximada a dos términos (2T), la encontrada mediante la ecuación de Liaw (4.3) y los valores reportados por Rosen, encontrándose que la solución aquí presentada, arroja resultados casi idénticos a los reportados en la literatura, bajo las condiciones especificadas en dicho gráfico. 
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Fig. 4.1.1.-
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En la gráfica anterior se puede observar que al inicio, la concentración adimensional a la salida de la columna Uf (Z=1, ), es igual a cero, y es mínima hasta antes de R (5, que representa el “tiempo de ruptura”, tiempo en el que la concentración comienza a aumentar rápidamente hasta alcanzar el valor de alimentación Uf = 1; esta zona representa la zona de no equilibrio. 

Por otra parte, dado que en la sección 4.2 se compararán las curvas de ruptura generadas al evaluar las ecuaciones (4.1) y (4.2) contra las reportadas en literatura, es conveniente graficar dichas curvas con respecto a la relación entre los parámetros de tiempo sobre longitud de lecho de Rosen, Y/X, (4.4c), el cual permite visualizar la variación de la concentración en la zona de transferencia de masa (únicamente), independientemente del valor de la relación de distribución, (, a los cuales son obtenidas dichas curvas; de esta manera es posible representar varias curvas (a diferentes () por una sola, como se muestra en las gráficas 4.1.2a y 4.1.2b.
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Fig. 4.1.2.- Curvas de ruptura teóricas para una alimentación de tipo escalón unitario para los


parámetros fijos:  q = 0.075, f = 0.25, X=40, n/X=0.1, al variar la relación de distribución y,  y


graficadas contra: a) el tiempo adimensional, y b) parámetro de Rosen Y/X, (y=10000, 0.333).
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Debido a lo anterior, en las siguientes gráficas se presentaran curvas de ruptura con respecto al tiempo adimensional  y/o con respecto al parámetro de Rosen, Y/X, dependiendo del aspecto que se quiera resaltar en tales gráficas. Sin embargo, la conveniencia que presenta el uso del parámetro de Rosen, Y/X, para representar una “familia” de curvas mediante una sola, queda especialmente evidenciada en las gráficas comparativas entre los diferentes tipos de soluciones.

En la siguiente gráfica se muestra una comparación entre las curvas de ruptura obtenidas para una alimentación del tipo pulso finito, obtenidas mediante las ecuaciones (4.5) y (4.2) y la ecuación de Liaw (4.3), observándose que las diferencias en los resultados son mínimas. Es interesante observar que dichas curvas tienen la forma de picos similares a los cromatogramas presentados en la literatura.
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4.1.2.- Efecto de los diferentes parámetros sobre las curvas de ruptura

Un aspecto importante en el análisis de resultados, es observar e interpretar el comportamiento de las curvas de ruptura cuando se varían las variables y parámetros involucrados en la solución. En esta sección se muestran los efectos que ocurren en las curvas de ruptura al variar los siguientes parámetros: el tiempo adimensional 1, la relación de distribución , el parámetro de longitud , y el parámetro de resistencia . Adicionalmente se presentan las curvas de ruptura al variar la constante de equilibrio K, el coeficiente de transferencia de masa kf, y la longitud de la columna L, fijando el resto de los parámetros; para ello se han utilizado algunos datos reportados por Montesinos Rosa Ma., et al., (2004),  como son: longitud de la columna, L = 0.014, 0.027, 0.041, 0.104 m; flujo, F = 1.67(10-2 cm3/s;  radio de la columna, Rc = 0.5 cm; radio de la partícula, Rp = 5(10-3 cm; porosidad del lecho,  = 0.39;  difusividad efectiva, Deff = 5.3(10-7 cm2/s; y coeficiente de transferencia de masa, kf = 6.9(10-4 cm/s.

a) Efectos de la variación del tiempo de inyección 1, en las curvas de ruptura


En la gráfica 4.1.4 se muestra la variación de las curvas de ruptura obtenidas para diferentes amplitudes del pulso finito. A mayor volumen o cantidad de muestra alimentada al cromatógrafo, la respuesta obtenida a la salida de la columna aumenta, es decir las concentraciones obtenidas son cada vez mayores, lo cual puede ser observado por el aumento de la altura de los picos, y esta tendencia continúa hasta que el pico alcanza una concentración máxima (la de alimentación); a partir de ese momento, el pico se comienza a deformar en la punta de forma proporcional al aumento del “tiempo de inyección”, 1. Finalmente, cuando dicho tiempo es tan grande como el utilizado para obtener resultados para el tipo escalón unitario, 1 (  (en este caso =80), el pico se deforma a tal extremo que su comportamiento es similar al de un escalón unitario.
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Fig. 4.1.4.-
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b) Variación de la relación de distribución 

Las curvas de ruptura mostradas en la figura 4.1.5 han sido graficadas para una alimentación de tipo pulso finito (
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); en dicha figura es posible observar que si se varía el parámetro de relación de distribución f (K), manteniendo el resto de los grupos adimensionales constantes (, ), se obtendrá básicamente el mismo comportamiento en las curvas de ruptura, modificándose únicamente los tiempos a los cuales la zona de transferencia de masa alcanza la salida de la columna, es decir cambiaran los tiempos de retención (Fig. 4.1.2. y  4.1.5).
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Fig. 4.1.5.-
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Debido a que el parámetro   (no fijo) contiene a la constante de equilibrio K, la cual está involucrada a su vez en los otros grupos adimensionales, , y , no es de esperarse que al fijar éstos dos últimos, los parámetros involucrados en ellos permanezcan constantes, por lo que los resultados pueden ser difíciles de interpretar físicamente. 

Para superar la dificultad anterior, se muestran, en la figura 4.1.6., las graficas de las curvas de ruptura generadas al variar la constante de equilibrio K, manteniendo el resto de los parámetros constantes (los valores de estos últimos se presentaron al inicio de esta sección).  En dicha gráfica se observa que al aumentar la constante de equilibrio, se incrementan también los tiempos de ruptura (y por lo tanto de retención); esto significa que a mayor adsorción, el soluto en cuestión será retenido durante más tiempo dentro de la columna.

En este caso se han considerado valores bajos de K, debido a que para valores mucho más altos se presentan problemas de convergencia, tanto en la solución del presente trabajo como en la aproximación hecha por Liaw (1979). 
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Fig 4.1.6.-
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c) Variación del parámetro de resistencia de película 

El parámetro de resistencia de película es una función del coeficiente de transferencia de masa y de la difusividad efectiva: 
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. En la gráfica 4.1.6 se puede apreciar que al aumentar  aumenta la altura del pico, h, y disminuye la amplitud de la base del mismo, además la curva va tendiendo a ser cada vez más simétrica, y aunque existe una variación en los tiempos de retención, estos no son tan apreciables como el cambio en el comportamiento difusivo/dispersivo, (amplitud del pico). A mayores   el efecto difusivo se atenúa debido al aumento del coeficiente de película kf, es decir los efectos de resistencia externa, son mayores que la resistencia en el interior de la partícula porosa.
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Fig. 4.1.7.-
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Las ideas anteriores se confirman al graficar las curvas de ruptura para diferentes coeficientes de transferencia de masa, kf = 6.9(10-3, 6.9(10-4, 6.9(10-5 cm/s; observándose que, para una alimentación escalón unitario, la pendiente de la zona de transferencia de masa es mayor conforme la resistencia de transferencia de masa externa disminuye (kf aumenta); esto confirma el hecho de que, a mayor resistencia a la transferencia de masa, la ZTM presenta una pendiente menor, lo cual implica que para una alimentación de tipo pulso finito, las curvas de ruptura serán picos más anchos. Esto lleva a pensar que el efecto de dispersión-difusión característico de picos de base ancha y/o asimétricos, también lleva implícita la resistencia de película.

Cabe señalar que, para las condiciones presentadas en esta figura, en la medida en que la resistencia de película disminuye, es decir  a mayores kf (en este caso: 
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), se necesita considerar un mayor número de términos en la expansión de la exponencial. En tanto que, al aumentar la resistencia a la transferencia de masa (
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), se presentan dificultades en el cálculo de las curvas de ruptura debido al número de raíces involucradas.



[image: image25.emf]0 4 8 12 16 20 24 28 32


0.0


0.2


0.4


0.6


0.8


1.0


Fig 4.1.8.-
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d) Variación del parámetro de longitud 

En la siguiente figura (4.1.9) es notable el efecto que tiene el parámetro de longitud sobre la variación del tamaño y amplitud de los picos. A medida que disminuye , la muestra inyectada tarda más en salir y el efecto difusivo aumenta. Lo anterior es  razonable si se considera que el parámetro de longitud , es una función inversa de L y de Deff, por lo que la disminución del valor de implica el aumento de L y Deff, lo cual se manifiesta con el aumento del tiempo de retención y el ancho o amplitud de los picos.
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Fig. 4.1.9.-
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La idea anterior se reafirma con la figura 4.1.10, en la que se han generado las curvas de ruptura para una alimentación de tipo pulso finito a diferentes longitudes (y por lo tanto diferentes ). En dicha figura se observa que el tiempo de ruptura aumenta conforme lo hace la longitud de la columna, lo cual es razonable si se considera que todos los demás parámetros permanecen fijos.
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Fig 4.1.10.-
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En tanto que la solucién semi-analitica obtenida por Liaw queda expresada por la siguiente ecuacion:

U, (2.7)= ®+{1+Z[H| |j[1+ZH|Z|H (43)

=1 k=1
Donde los parametros involucrados en la ecuacién (4.3) estan dadas por.

~15(Y/X)  -15(z-b)

T2B(vIX)+(UX)] (5/4)+1 (4.42)
7= 5(V/>Z§+(x) - (;Z)bfl (4.40)
%:3—;(1—@ (4.40)
%:ﬁ (4.4d)
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4.1.- Curvas de rupturay perfiles de concentracién

4.1.1.- Curvas de ruptura para una alimentacion de tipo escalén unitario

Como se ha mencionado en la introduccion (seccion 2.1), las curvas de ruptura son las gréaficas de la
variacion de la concentracion del efluente con respecto al tiempo, obtenidas, en este caso, a partir de la
solucién analitica aproximada a dos términos (2T) y presentadas en forma adimensional. Tales curvas

han sido obtenidas considerando dos tipos de alimentaciones: pulso escalon unitario y pulso finito.

Cuando una columna de lecho empacado es alimentada por un flujo constante de manera continua y
con una concentracion constante (C; L_O =C,; Uf‘z_o =1), la alimentacién puede ser representada
matematicamente por una funcion escalon unitario (caracteristica en columnas de adsorcion) Las

ecuaciones (4.1) — (4.3) son soluciones para la concentracion del efluente considerando dicho tipo de

alimentacion (como una condicion de frontera).

Una alimentacion de tipo pulso finito se puede interpretar como una inyeccion de muestra en la
columna cromatogréafica durante cierto periodo finito de tiempo, si este periodo es muy pequefio, de

manera tal que la inyeccion es casi instantanea, entonces el tipo de alimentacion es un pulso infinito. Es

posible calcular la concentracion para una alimentacion de tipo pulso finito, U™, a partir de las

concentraciones para escalon unitario:

UM =U,(7)-U,(r-1) (4.5)
donde: 7, es el tiempo adimensional que dura la “inyeccion”, 0<z, < 7.

La gréfica 4.1.1 representa el primer ejemplo de curvas de ruptura tipicas de una alimentacion de tipo
escalon unitario, las cuales fueron generadas a partir de la solucion obtenida en el presente trabajo
aproximada a dos términos (2T), la encontrada mediante la ecuacién de Liaw (4.3) y los valores
reportados por Rosen, encontrandose que la solucion aqui presentada, arroja resultados casi idénticos a
los reportados en la literatura, bajo las condiciones especificadas en dicho gréfico.
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————— > Liaw
—6— 2T (20)
A Rosen

Concentracion adimensional

Tiempo adimensional

Fig. 4.1.1.- Curvas de ruptura tedricas para una alimentacion de
tipo escalén unitario (6 = 0.075, y =10000, ¢ = 0.25, T = 24).

En la grafica anterior se puede observar que al inicio, la concentracion adimensional a la salida de la
columna Us (Z=1, 1), es igual a cero, y es minima hasta antes de tr ~5, que representa el “tiempo de
ruptura”, tiempo en el que la concentracion comienza a aumentar rapidamente hasta alcanzar el valor

de alimentacion Us= 1; esta zona representa la zona de no equilibrio.

Por otra parte, dado que en la seccion 4.2 se compararan las curvas de ruptura generadas al evaluar las
ecuaciones (4.1) y (4.2) contra las reportadas en literatura, es conveniente graficar dichas curvas con
respecto a la relacion entre los parametros de tiempo sobre longitud de lecho de Rosen, Y/X, (4.4c), el
cual permite visualizar la variacion de la concentracion en la zona de transferencia de masa
(4nicamente), independientemente del valor de la relacion de distribucion, y, a los cuales son obtenidas
dichas curvas; de esta manera es posible representar varias curvas (a diferentes ) por una sola, como

se muestra en las graficas 4.1.2ay 4.1.2b.
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Fig. 4.1.2.- Curvas de ruptura tedricas para una alimentacién de tipo escaldn unitario para los
parametros fijos: 6 = 0.075, ¢ = 0.25, X=40, v/X=0.1, al variar la relacion de distribucién y, y

graficadas contra: a) el tiempo adimensional, y b) parametro de Rosen Y/X, (y=10000, 0.333)

Debido a lo anterior, en las siguientes graficas se presentaran curvas de ruptura con respecto al tiempo

adimensional z y/o con respecto al parametro de Rosen, Y/X, dependiendo del aspecto que se quiera
resaltar en tales graficas. Sin embargo, la conveniencia que presenta el uso del parametro de Rosen,
Y/X, para representar una “familia” de curvas mediante una sola, queda especialmente evidenciada en

las graficas comparativas entre los diferentes tipos de soluciones.

En la siguiente grafica se muestra una comparacion entre las curvas de ruptura obtenidas para una
alimentacion del tipo pulso finito, obtenidas mediante las ecuaciones (4.5) y (4.2) y la ecuacion de
Liaw (4.3), observandose que las diferencias en los resultados son minimas. Es interesante observar

que dichas curvas tienen la forma de picos similares a los cromatogramas presentados en la literatura.
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Fig. 4.1.3.- Curvas de ruptura tedricas para una alimentacién de
tipo pulso finito (¢ =0.25, y=10000, 6 =0.075, X=40, v/X=0.1).

4.1.2.- Efecto de los diferentes paradmetros sobre las curvas de ruptura

Un aspecto importante en el andlisis de resultados, es observar e interpretar el comportamiento de las
curvas de ruptura cuando se varian las variables y parametros involucrados en la solucién. En esta
seccion se muestran los efectos que ocurren en las curvas de ruptura al variar los siguientes parametros:
el tiempo adimensional z, la relacion de distribucion y, el pardmetro de longitud 6, y el parametro de
resistencia ¢. Adicionalmente se presentan las curvas de ruptura al variar la constante de equilibrio K,
el coeficiente de transferencia de masa ki, y la longitud de la columna L, fijando el resto de los
parametros; para ello se han utilizado algunos datos reportados por Montesinos Rosa Ma., et al.,
(2004), como son: longitud de la columna, L = 0.014, 0.027, 0.041, 0.104 m; flujo, F = 1.67x10%
cm®s; radio de la columna, R. = 0.5 cm; radio de la particula, Ry, = 5x10° cm; porosidad del lecho, &=
0.39; difusividad efectiva, Dg = 5.3x10” cm?/s; y coeficiente de transferencia de masa, k; = 6.9x10™

cm/s.
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a) Efectos de la variacion del tiempo de inyeccion 11, en las curvas de ruptura

En la grafica 4.1.4 se muestra la variacion de las curvas de ruptura obtenidas para diferentes amplitudes
del pulso finito. A mayor volumen o cantidad de muestra alimentada al cromatografo, la respuesta
obtenida a la salida de la columna aumenta, es decir las concentraciones obtenidas son cada vez
mayores, lo cual puede ser observado por el aumento de la altura de los picos, y esta tendencia continda
hasta que el pico alcanza una concentracion maxima (la de alimentacion); a partir de ese momento, el
pico se comienza a deformar en la punta de forma proporcional al aumento del “tiempo de inyeccion”,
7. Finalmente, cuando dicho tiempo es tan grande como el utilizado para obtener resultados para el
tipo escalén unitario, z — 7 (en este caso 7=80), el pico se deforma a tal extremo que su

comportamiento es similar al de un escalon unitario.
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Fig. 4.1.4.- Curvas de ruptura tedricas para una alimentacion de
tipo pulso finito (¢ =0.125, 6 =0.075, v =10000, v/X=0.2, X=40)
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b) Variacion de la relacion de distribucion

Las curvas de ruptura mostradas en la figura 4.1.5 han sido graficadas para una alimentacion de tipo

pulso finito (U™ ); en dicha figura es posible observar que si se varia el parametro de relacion de

distribucion =1 (K), manteniendo el resto de los grupos adimensionales constantes (¢4, ), se
obtendra basicamente el mismo comportamiento en las curvas de ruptura, modificAndose Unicamente
los tiempos a los cuales la zona de transferencia de masa alcanza la salida de la columna, es decir

cambiaran los tiempos de retencion (Fig. 4.1.2. y 4.1.5).

0354 = —®—y=0.19048 —o—y=0.3333
© ] —4—y=0.6667  —— y=10000
= : s s :
S 0304 U s S -,
kS A I S ;e
g I A Y B Y B [ 3
= X X A A & <& ® °
o 020+ / R I S / S f oy
X A <& [ ]
g ] X j\ j\ ¢ j\ 14 \
= X A > °
1 5 A | ¢ \ * \
JE7S VALY L Y AL W N
T 0,00 o dhe N
i \ \ §> / \.
S R \
e 0.054 /A l L B S A %
S 1/ DT S W Y k
,>< H G 1§> H H
0.00 SOV 9% A‘“fm, .
0 20 40 60 80 100

Tiempo adimensional

Fig. 4.1.5.- Curvas de ruptura tedricas para una alimentacion de
tipo pulso finito (¢ =0.25, 6 =0.075, X=40, v/X=0.1, Y/X=1.5).

Debido a que el pardmetro  (no fijo) contiene a la constante de equilibrio K, la cual esta involucrada a
su vez en los otros grupos adimensionales, ¢, y €, no es de esperarse que al fijar éstos dos Gltimos, los
parametros involucrados en ellos permanezcan constantes, por lo que los resultados pueden ser dificiles

de interpretar fisicamente.

79



Casa abierta al tiempo

Para superar la dificultad anterior, se muestran, en la figura 4.1.6.
generadas al variar la constante de equilibrio K, manteniendo el resto de los parametros constantes (los
valores de estos ultimos se presentaron al inicio de esta seccién). En dicha grafica se observa que al
aumentar la constante de equilibrio, se incrementan también los tiempos de ruptura (y por lo tanto de

retencion); esto significa que a mayor adsorcidn, el soluto en cuestion sera retenido durante mas tiempo

dentro de la columna.

En este caso se han considerado valores bajos de K, debido a que para valores mucho mas altos se

presentan problemas de convergencia, tanto en la solucién

aproximacion hecha por Liaw (1979).

, las graficas de las curvas de ruptura

del presente trabajo como en la

ot : :
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Fig 4.1.6.- Curvas de ruptura teoricas al variar la constante de equilibrio, K,
0.39, v =0.2126 cm/s,

para las siguientes condiciones: Rp= 0.005cm, ¢ =
k =6.9X10" D _=5.3X10"cm’/s, L =10.4cm.
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c) Variacion del parametro de resistencia de pelicula ¢

El pardmetro de resistencia de pelicula es una funcion del coeficiente de transferencia de masa y de la

kiR
difusividad efectiva: ¢=—

. En la gréfica 4.1.6 se puede apreciar que al aumentar ¢, aumenta la
eff

altura del pico, h, y disminuye la amplitud de la base del mismo, ademas la curva va tendiendo a ser
cada vez mas simétrica, y aunque existe una variacién en los tiempos de retencién, estos no son tan
apreciables como el cambio en el comportamiento difusivo/dispersivo, (amplitud del pico). A mayores
¢ el efecto difusivo se atenua debido al aumento del coeficiente de pelicula k;, es decir los efectos de

resistencia externa, son mayores que la resistencia en el interior de la particula porosa.

0404 | |
o) l VARV 3 —e— ¢=0.125
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Fig. 4.1.7.- Curvas de ruptura tedricas para una alimentacion de
tipo pulso finito para diferentes valores de ¢, (6 =0.075, y=10000).

Las ideas anteriores se confirman al graficar las curvas de ruptura para diferentes coeficientes de
transferencia de masa, ki = 6.9x107, 6.9x10™, 6.9x10° cm/s; observandose que, para una alimentacion

escaldn unitario, la pendiente de la zona de transferencia de masa es mayor conforme la resistencia de
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transferencia de masa externa disminuye (ki aumenta); esto confirma el hecho de que, a mayor
resistencia a la transferencia de masa, la ZTM presenta una pendiente menor, lo cual implica que para
una alimentacién de tipo pulso finito, las curvas de ruptura sern picos méas anchos. Esto lleva a pensar

que el efecto de dispersidn-difusion caracteristico de picos de base ancha y/o asimétricos, también lleva

implicita la resistencia de pelicula.

Cabe sefalar que, para las condiciones presentadas en esta figura, en la medida en que la resistencia de
pelicula disminuye, es decir a mayores k (en este caso: k. >107), se necesita considerar un mayor
numero de términos en la expansion de la exponencial. En tanto que, al aumentar la resistencia a la

transferencia de masa (k, <107°), se presentan dificultades en el calculo de las curvas de ruptura

debido al nimero de raices involucradas.

Concentracién adimensional del efluente

Fig 4.1.8.- Curvas de ruptura tedricas al variar el coeficiente de transferencia
de masa, k., para las siguientes condiciones: sz 0.005cm, ¢ = 0.39, K = 4,

"""""""""""""""""""""""""""""""""" SKHKRHIAKIRH 2
: : i : 3 Xx%%%*******%%*%% :
K : :

—e—k = 6.9¢-3, (¢ = 16.274)
—6—k, = 6.9¢-4, (¢ = 1.627)
—#—k, = 6.9e-5, (¢ = 0.1627)

Tiempo adimensional

v=0.2126 cm/s, D_= 5.3 X 10" ¢cm®/s, L = 10.4 cm.

82

Resultados




Casa abierta al tiempo Resultados

d) Variacion del parametro de longitud &

En la siguiente figura (4.1.9) es notable el efecto que tiene el parametro de longitud sobre la variacion
del tamafio y amplitud de los picos. A medida que disminuye &, la muestra inyectada tarda mas en salir
y el efecto difusivo aumenta. Lo anterior es razonable si se considera que el parametro de longitud &,
es una funcion inversa de L y de De, por lo que la disminucion del valor de #implica el aumento de L

y De, 0 cual se manifiesta con el aumento del tiempo de retencion y el ancho o amplitud de los picos.

0.8

—— Ufpul, 6=0.3
- —<— Ufpul, 6=0.15
—*— Ufpul, 6=0.075

Concentracion adimensional del efluente

Tiempo adimensional

Fig. 4.1.9.- Curvas de ruptura teoricas para una alimentacion de
tipo pulso finito para diferentes valores de 6, (¢ =0.5, y=10000).

La idea anterior se reafirma con la figura 4.1.10, en la que se han generado las curvas de ruptura para
una alimentacion de tipo pulso finito a diferentes longitudes (y por lo tanto diferentes 6). En dicha
figura se observa que el tiempo de ruptura aumenta conforme lo hace la longitud de la columna, lo cual

es razonable si se considera que todos los demas parametros permanecen fijos.
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Resultados
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Fig 4.1.10.- Curvas de ruptura tedricas al variar la longitud de la columna
para las siguientes condiciones: Rp:0.00SCm, £=0.39, v=0.2126 cm/s,

_ -4 _ -7 2 _ — —
k =6.9X 10" D_=5.3X 107 cm’/s, K=4, (y = 6.26, ¢ = 1.627).
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4.1.3.- Perfiles de concentracion para alimentaciones del tipo escalon unitario y pulso finito

Los graficos siguientes representan la variacion de la concentracion adimensional a través de la
columna empacada como respuesta a una alimentacion constante de muestra, (escalon unitario). En la
figura 4.1.11 es posible observar con claridad las zonas de equilibrio (ZE), de transferencia de masa
(ZTM) y la zona en la que aun no se ha adsorbido el soluto (ZNU). Dicha grafica fue obtenida fijando
un tiempo adimensional = 20, y dividiendo la coordenada de posicion adimensional Zna.x=1, es decir
el total de la columna, en 40 intervalos. La forma de esta curva también esta de acuerdo con lo

expuesto en el marco tedrico (Capitulo 2).

ZE ZTM ZNU

Concentracion adimensional del efluente

0.0 : : : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Posicién adimensional, Z

Fig. 4.1.11.- Perfiles de concentracién para una alimentaciéon de
tipo escaldn unitario, (6 =0.075, ¢ =0.25, y=0.3333, ©_ =20).
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4.1.3.- Perfiles de concentración para alimentaciones del tipo escalón unitario y pulso finito


Los gráficos siguientes representan la variación de la concentración adimensional a través de la columna empacada como respuesta a una alimentación constante de muestra, (escalón unitario). En la figura 4.1.11 es posible observar con claridad las zonas de equilibrio (ZE), de transferencia de masa (ZTM) y la zona en la que aún no se ha adsorbido el soluto (ZNU). Dicha gráfica fue obtenida fijando un tiempo adimensional = 20, y dividiendo la coordenada de posición adimensional Zmax=1, es decir el total de la columna, en 40 intervalos. La forma de esta curva también esta de acuerdo con lo expuesto en el marco teórico (Capítulo 2).
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En la figura 4.1.12 se presentan los perfiles de concentración obtenidos a tres tiempos adimensionales diferentes. Es evidente que a tiempos mayores, la zona de transferencia de masa (ZTM) se va desplazando a través de la columna, mientras que la zona de equilibrio (ZE) va incrementándose conforme transcurre el tiempo, es decir, la columna se va saturando de soluto a medida que pasa el tiempo, mientras que la zona no utilizada (ZNU) va disminuyendo hasta que la ZTM llega al punto final del lecho empacado, Z=1, y es en este momento (R), cuando, se comienza a obtener respuesta en una gráfica de concentración contra tiempo adimensional (ver la sección 1.1.2).



[image: image2.wmf]0.0


0.2


0.4


0.6


0.8


1.0


0.0


0.2


0.4


0.6


0.8


1.0


Fig. 4.1.12.-


 Perfiles de concentración obtenidas para una alimentación 


del tipo escalón unitario a diferentes valores del tiempo adimensional 


t


, 


(


q


 =0.075, 


f


 =0.25, 


y


=0.3333).


Concentración adimensional del efluente


Posición longitudinal, Z


  


t


=20


  


t


=35


  


t


=50




Los perfiles de concentración para un pulso finito son parecidos, en su forma a las curvas de ruptura (concentración contra tiempo), solo que en estas últimas, la rama mas larga de la base del pico (asociado al fenómeno de difusión/dispersión) esta en el extremo derecho de la curva, en tanto que en los perfiles de concentración (variación con respecto a la posición), la “rama” mas larga se observa principalmente en el extremo izquierdo (figura 4.1.13).
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4.2. Comparación de las curvas de ruptura obtenidas en el presente trabajo contra las reportadas en la literatura.


En esta sección se comparan las curvas de ruptura obtenidas mediante la solución analítica desarrollada en el presente trabajo (truncada al cálculo de una o dos raíces, 4.1 y 4.2), contra los obtenidos mediante la solución aproximada de Liaw y los datos reportados por Rosen, (1954). En la tabla 4.1 se presentan los valores de los parámetros involucrados en el modelo resuelto en el presente trabajo, , , y , los cuales fueron establecidos a partir de los parámetros utilizados por Rosen (1954),  X, /X, Y/X.
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( Tiempo de calculo: 1min 49seg )
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Cabe señalar que Rosen (1954), con base a datos experimentales, estableció que el parámetro de longitud de lecho comprendido entre los valores de: 
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 cubren la mayor parte de los casos de interés para columnas de adsorción de lecho empacado
; de este modo, los resultados presentados por Rosen fueron obtenidos para: X = 0.2, 0.5, 1, 2, 5, 20, 40, (  = 15, 6, 3, 1.5, 0.6, 0.3, 0.15 y 0.075), así como para 
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). En el presente trabajo únicamente se obtienen resultados para las dos últimas series de datos, 
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La parte sombreada de dicha tabla corresponde a los valores bajo los cuales se comienzan a registrar desviaciones importantes de los resultados presentados a lo largo de esta sección contra los reportados en la literatura, siendo los valores remarcados en negro los que mejor se ajustan.

Por otra parte es necesario recordar que la solución obtenida en el presente trabajo es el resultado de dos expansiones en series, la primera surge como resultado de invertir el término 
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, originalmente una función de términos trigonométricos, mediante la fórmula de Heaviside, obteniéndose una suma infinita de términos fraccionarios cuyo denominador es del tipo: 
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, donde (j es la j-ésima raíz de una función trigonométrica (ver ecuación 3.2.89). La segunda expansión proviene de la necesidad de expresar el término exponencial que contiene a la función 
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 en términos de series de Taylor. De este modo se obtiene una solución en términos de sumas infinitas anidadas, dependientes, en términos generales, de dos índices o contadores distintos: uno contabiliza el número de raíces a considerar (n), y el otro considera el número de términos de la expansión de la exponencial (m).


De acuerdo a lo anterior, la exactitud de los resultados obtenidos depende directamente del número de raíces considerado (n) y de los términos de la exponencial (m). En las gráficas y tablas mostradas en esta sección se han considerado únicamente la solución aproximada con una y dos raíces debido a las siguientes razones: dado que la solución converge rápidamente [Liaw, et al, 1979] no es necesario considerar una gran cantidad de raíces, de hecho para un número importante de casos, basta con considerar dos raíces para obtener buenos resultados, como se muestra en las tabla 4.2 y en las figuras 4.2.1 y 4.2.2. Una razón adicional para considerar únicamente los dos primeros términos (2T) de la solución completa (3.2.82), es el hecho de que en la medida en que se incrementa el número de raíces, crece exponencialmente el número de cálculos, lo cual hace más tardado los tiempos de cálculo. 


Con respecto a la exponencial, esta ha sido expandida a un número tal, que la variación de los resultados obtenidos es mínima; para la solución truncada a una sola raíz (1T), la exponencial se expandió hasta 200 términos, en tanto que para dos raíces (2T), la exponencial se expandió únicamente hasta 35 términos. 

En la tabla 4.2  se muestran los porcentajes de error encontrados con respecto a los resultados reportados por Rosen. En dicha tabla se expresan claramente las condiciones a las cuales fueron encontradas dichos resultados, así como los tiempos de cálculo empleados para cada caso.
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Tabla 4.2.- Comparación entre los resultados obtenidos en el presente trabajo contra los presentados por Rosen y Liaw. 
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...Continuación de la tabla 4.2.











Tabla 4.1.- Condiciones bajo las cuales se han obtenido las curvas de ruptura  de adsorbedores de lecho fijo (en este caso todos a = 10000 y Z=1).
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� En el apéndice se presenta un análisis detallado acerca del establecimiento de  los valores de los parámetros , , y .
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			1.30			0.9153			0.9154												1.30			0.9133			0.9133												1.30			0.9094			0.9094												1.30			0.9023			0.9020


			1.50			0.9547			0.9548												1.50			0.9531			0.9531												1.50			0.9499			0.9499												1.50			0.9438			0.9437


			1.70			0.9767			0.9768												1.70			0.9756			0.9756												1.70			0.9733			0.9733												1.70			0.9686			0.9687


			2.00			0.9920			0.9920			0.992			0.004						2.00			0.9914			0.9914			0.991			0.038						2.00			0.9902			0.9902			0.99			0.016						2.00			0.9876			0.9876			0.987			0.058


			q = 0.075, y = 10000, f = 0.125, tmax = 40																		q = 0.15, y = 10000, f = 0.25, tmax = 20																		q = 0.3, y = 10000, f = 0.5, tmax = 10																		q = 0.6, y = 10000, f = 1.001, tmax = 5


																																	n/x = 0.1


			0.10			0.0072			0.0063												0.10			0.0080			0.0076												0.10			0.0104			0.0105												0.10			0.0173			0.0176


			0.15			0.0175			0.0166			0.017			2.765						0.15			0.0195			0.0191			0.019			2.789						0.15			0.0245			0.0244			0.024			1.958						0.15			0.0367			0.0363			0.035			4.914


			0.20			0.0353			0.0344												0.25			0.0670			0.0665												0.25			0.0776			0.0769												0.20			0.0645			0.0630


			0.30			0.0984			0.0975												0.30			0.1046			0.1039												0.30			0.1173			0.1162												0.25			0.1006			0.0977


			0.35			0.1440			0.1430			0.143			0.678						0.35			0.1509			0.1501			0.15			0.627						0.35			0.1651			0.1635			0.164			0.665						0.35			0.1940			0.1883			0.188			3.202


			0.40			0.1979			0.1969												0.40			0.2051			0.2041												0.40			0.2196			0.2176												0.40			0.2488			0.2420


			0.45			0.2584			0.2574												0.45			0.2652			0.2642												0.45			0.2791			0.2768												0.50			0.3668			0.3585			0.36			1.881


			0.50			0.3235			0.3225			0.323			0.152						0.50			0.3295			0.3284			0.329			0.155						0.50			0.3418			0.3393			0.34			0.526						0.55			0.4269			0.4183


			0.60			0.4590			0.4580												0.60			0.4623			0.4612												0.55			0.4059			0.4033												0.70			0.5970			0.5892


			0.65			0.5254			0.5244												0.65			0.5271			0.5260												0.65			0.5317			0.5291												0.75			0.6475			0.6402			0.642			0.850


			0.75			0.6478			0.6468			0.647			0.119						0.75			0.6466			0.6455			0.646			0.088						0.75			0.6457			0.6434			0.644			0.258						0.85			0.7361			0.7303


			0.80			0.7017			0.7008												0.85			0.7468			0.7459												0.85			0.7418			0.7401												0.95			0.8078			0.8035			0.804			0.475


			0.90			0.7929			0.7920												0.95			0.8256			0.8248			0.825			0.070						0.95			0.8183			0.8170			0.817			0.158						1.00			0.8375			0.8339


			0.95			0.8300			0.8292			0.829			0.125						1.10			0.9066			0.9061												1.10			0.8988			0.8981												1.10			0.8859			0.8835


			1.10			0.9112			0.9104												1.20			0.9409			0.9404												1.20			0.9338			0.9334												1.20			0.9216			0.9201


			1.20			0.9448			0.9441												1.30			0.9636			0.9633												1.30			0.9578			0.9575												1.30			0.9472			0.9464


			1.30			0.9668			0.9662												1.40			0.9782			0.9779												1.40			0.9737			0.9736												1.40			0.9651			0.9647


			1.50			0.9890			0.9886			0.988			0.099						1.50			0.9873			0.9871			0.987			0.030						1.50			0.9840			0.9839			0.983			0.101						1.50			0.9773			0.9771			0.977			0.031


			q = 0.075, y = 10000, f = 0.25, tmax = 30																		q = 0.15, y = 10000, f = 0.5, tmax = 15																		q = 0.3, y = 10000, f = 1.001, tmax = 7.5																		q = 0.6, y = 10000, f = 2, tmax =3. 75


									x = 2																		x = 1																		x = 0.5																		x = 0.2


			Y/X			Ufesc									%Desv						Y/X			Ufesc									%Desv						Y/X			Ufesc									%Desv						Y/X			Ufesc									%Desv


						P-T			Liaw			Rosen			PT - R									P-T			Liaw			Rosen			PT - R									P-T			Liaw			Rosen			PT - R									P-T			Liaw			Rosen			PT - R


																											n/x = 0.2  ( Tiempo de calculo: 1min 49seg )


			0.10			0.1033			0.1038			0.097			6.443						0.10			0.1644			0.1618			0.133			23.632						0.10			0.2836			0.2657			0.192			47.682						0.10			0.5206			0.4782			0.311			67.392


			0.20			0.1905			0.1848			0.181			5.249						0.15			0.2155			0.2030												0.15			0.3358			0.3027												0.15			0.5517			0.4989


			0.25			0.2358			0.2281												0.20			0.2640			0.2445			0.241			9.548						0.20			0.3828			0.3386			0.312			22.679						0.20			0.5797			0.5188			0.454			27.692


			0.30			0.2815			0.2724												0.25			0.3103			0.2858												0.25			0.4252			0.3733												0.25			0.6052			0.5379


			0.35			0.3271			0.3170			0.317			3.170						0.35			0.3965			0.3668			0.374			6.011						0.30			0.4638			0.4068												0.30			0.6283			0.5564			0.539			16.566


			0.40			0.3721			0.3613												0.40			0.4366			0.4059												0.35			0.4991			0.4391			0.45			10.902						0.35			0.6494			0.5742


			0.50			0.4589			0.4477												0.45			0.4749			0.4438												0.40			0.5315			0.4701												0.40			0.6686			0.5913


			0.55			0.5001			0.4890			0.491			1.853						0.55			0.5457			0.5156			0.532			2.568						0.45			0.5614			0.4998												0.50			0.7026			0.6237			0.651			7.923


			0.65			0.5770			0.5666												0.60			0.5783			0.5493												0.55			0.6148			0.5556												0.60			0.7315			0.6536


			0.70			0.6125			0.6026												0.70			0.6381			0.6119												0.70			0.6823			0.6301			0.655			4.171						0.70			0.7563			0.6813


			0.80			0.6772			0.6686			0.67			1.069						0.80			0.6911			0.6680			0.677			2.075						0.75			0.7020			0.6525												0.80			0.7779			0.7069


			0.95			0.7586			0.7521												0.90			0.7375			0.7177												0.90			0.7542			0.7132												0.90			0.7969			0.7306


			1.10			0.8228			0.8182			0.82			0.337						1.00			0.7778			0.7613												1.05			0.7975			0.7646												1.00			0.8138			0.7525			0.794			2.487


			1.30			0.8854			0.8829												1.10			0.8128			0.7992			0.8			1.596						1.10			0.8103			0.7799			0.802			1.030						1.10			0.8288			0.7727


			1.40			0.9087			0.9070												1.20			0.8428			0.8319												1.30			0.8541			0.8326												1.30			0.8546			0.8085


			1.50			0.9277			0.9266												1.40			0.8903			0.8837												1.40			0.8722			0.8544												1.50			0.8759			0.8388


			1.70			0.9553			0.9550												1.60			0.9243			0.9208												1.60			0.9022			0.8905												1.70			0.8937			0.8646


			2.00			0.9790			0.9792			0.979			0.003						2.00			0.9651			0.9647			0.963			0.220						2.00			0.9434			0.9393			0.938			0.572						2.00			0.9155			0.8960			0.907			0.940


			q = 1.5, y = 10000, f = 2.5, tmax = 2																		q = 3, y = 10000, f = 5, tmax = 1																		q =6, y = 10000, f =10, tmax = 0.5																		q = 15, y = 10000, f = 25, tmax = 0.2


																																	n/x = 0.1


			0.099933			0.0492			0.0463												0.10			0.1253			0.1038												0.10			0.2705			0.2161			0.128			111.34						0.1			0.5217			0.4510			0.253			106.22


			0.149933			0.0850			0.0763			0.067			26.866						0.15			0.1785			0.1431			0.117			52.581						0.15			0.3275			0.2559												0.2			0.5832			0.4956			0.427			36.578


			0.199933			0.1270			0.1125												0.20			0.2316			0.1848												0.20			0.3787			0.2949			0.263			43.992						0.3			0.6333			0.5369			0.52			21.788


			0.249933			0.1737			0.1538												0.25			0.2835			0.2281												0.25			0.4250			0.3330												0.4			0.6747			0.5752


			0.299933			0.2238			0.1992												0.30			0.3339			0.2724												0.30			0.4669			0.3701												0.5			0.7092			0.6105			0.645			9.955


			0.349933			0.2760			0.2477			0.249			10.847						0.35			0.3824			0.3170			0.329			16.222						0.35			0.5052			0.4061			0.421			19.988						0.6			0.7385			0.6431


			0.399933			0.3292			0.2981												0.40			0.4288			0.3613												0.40			0.5401			0.4408												0.7			0.7635			0.6732


			0.449933			0.3823			0.3496												0.45			0.4730			0.4050			0.419			12.878						0.45			0.5723			0.4743												0.8			0.7852			0.7009


			0.499933			0.4346			0.4010			0.407			6.776						0.55			0.5544			0.4890												0.50			0.6019			0.5064												0.9			0.8042			0.7264


			0.549933			0.4853			0.4518												0.60			0.5916			0.5287												0.55			0.6293			0.5371												1.0			0.8210			0.7499			0.796			3.143


			0.649933			0.5799			0.5486												0.65			0.6264			0.5666												0.60			0.6548			0.5665												1.1			0.8360			0.7715


			0.749933			0.6635			0.6360			0.642			3.349						0.70			0.6590			0.6026			0.619			6.456						0.65			0.6784			0.5945												1.2			0.8494			0.7913


			0.849933			0.7349			0.7120												0.80			0.7173			0.6686												0.70			0.7004			0.6210			0.654			7.090						1.3			0.8615			0.8095


			0.949933			0.7942			0.7761			0.78			1.826						0.90			0.7672			0.7263			0.737			4.098						0.85			0.7578			0.6927												1.4			0.8725			0.8262


			1.049933			0.8425			0.8287												1.05			0.8280			0.7980												1.00			0.8046			0.7530			0.774			3.953						1.5			0.8825			0.8415


			1.199933			0.8968			0.8884												1.15			0.8604			0.8367												1.20			0.8538			0.8176												1.6			0.8917			0.8555


			1.299933			0.9233			0.9175												1.35			0.9093			0.8956												1.50			0.9061			0.8867												1.8			0.9077			0.8801


			1.499933			0.9588			0.9564			0.955			0.394						1.50			0.9351			0.9266			0.925			1.093						2.00			0.9561			0.9512			0.948			0.850						2.0			0.9213			0.9006			0.911			1.133


			q = 1.5, y = 10000, f =5, tmax = 1.5																		q = 3, y = 10000, f = 10, tmax = 0.75																		q = 6, y = 10000, f = 20, tmax = 0.5																		q =15, y = 10000, f = 50, tmax =0.2
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Hoja1


			


									x = 40																		x = 20																		x = 10																		x = 5.0


			Y/X			Ufesc									%Desv						Y/X			Ufesc									%Desv						Y/X			Ufesc									%Desv						Y/X			Ufesc									%Desv


						P-T			Liaw			Rosen			PT - R									P-T			Liaw			Rosen			PT - R									P-T			Liaw			Rosen			PT - R									P-T			Liaw			Rosen			PT - R


																											n/x = 0.2  ( Tiempo de calculo: 1min 49seg )


			0.10			0.0489			0.0490			0.049			0.163						0.10			0.0517			0.0517			0.052			0.654						0.10			0.0572			0.0573			0.057			0.263						0.10			0.0683			0.0685			0.068			0.382


			0.20			0.1164			0.1164			0.117			0.530						0.20			0.1204			0.1203			0.121			0.529						0.20			0.1282			0.1281			0.128			0.187						0.20			0.1437			0.1430			0.143			0.510


			0.30			0.2035			0.2035												0.30			0.2078			0.2078												0.30			0.2164			0.2160												0.30			0.2330			0.2314


			0.35			0.2518			0.2519			0.252			0.087						0.35			0.2560			0.2559			0.256			0.016						0.35			0.2643			0.2639			0.264			0.125						0.35			0.2804			0.2785			0.279			0.505


			0.40			0.3019			0.3020												0.40			0.3059			0.3058												0.40			0.3136			0.3131												0.40			0.3286			0.3265


			0.50			0.4038			0.4039												0.50			0.4069			0.4067												0.50			0.4127			0.4121												0.50			0.4244			0.4221


			0.55			0.4540			0.4541			0.454			0.004						0.55			0.4564			0.4563			0.456			0.092						0.55			0.4612			0.4606			0.461			0.041						0.55			0.4708			0.4685			0.469			0.377


			0.60			0.5027			0.5028												0.60			0.5045			0.5044												0.60			0.5081			0.5075												0.60			0.5156			0.5133


			0.70			0.5939			0.5940												0.70			0.5946			0.5945												0.70			0.5959			0.5953												0.70			0.5992			0.5971


			0.80			0.6748			0.6749			0.675			0.034						0.80			0.6744			0.6743			0.675			0.092						0.80			0.6737			0.6732			0.674			0.043						0.80			0.6733			0.6715			0.672			0.193


			0.90			0.7441			0.7442												0.90			0.7429			0.7428												0.90			0.7407			0.7403												0.90			0.7374			0.7359


			1.00			0.8018			0.8019												1.00			0.8001			0.8001												1.00			0.7969			0.7966												1.00			0.7915			0.7904


			1.10			0.8488			0.8488			0.849			0.029						1.10			0.8468			0.8468			0.847			0.026						1.10			0.8430			0.8428			0.843			0.002						1.10			0.8364			0.8356			0.835			0.169


			1.20			0.8861			0.8862												1.20			0.8841			0.8841												1.20			0.8801			0.8800												1.20			0.8730			0.8724


			1.30			0.9153			0.9154												1.30			0.9133			0.9133												1.30			0.9094			0.9094												1.30			0.9023			0.9020


			1.50			0.9547			0.9548												1.50			0.9531			0.9531												1.50			0.9499			0.9499												1.50			0.9438			0.9437


			1.70			0.9767			0.9768												1.70			0.9756			0.9756												1.70			0.9733			0.9733												1.70			0.9686			0.9687


			2.00			0.9920			0.9920			0.992			0.004						2.00			0.9914			0.9914			0.991			0.038						2.00			0.9902			0.9902			0.99			0.016						2.00			0.9876			0.9876			0.987			0.058


			q = 0.075, y = 10000, f = 0.125, tmax = 40																		q = 0.15, y = 10000, f = 0.25, tmax = 20																		q = 0.3, y = 10000, f = 0.5, tmax = 10																		q = 0.6, y = 10000, f = 1.001, tmax = 5


																																	n/x = 0.1


			0.10			0.0072			0.0063												0.10			0.0080			0.0076												0.10			0.0104			0.0105												0.10			0.0173			0.0176


			0.15			0.0175			0.0166			0.017			2.765						0.15			0.0195			0.0191			0.019			2.789						0.15			0.0245			0.0244			0.024			1.958						0.15			0.0367			0.0363			0.035			4.914


			0.20			0.0353			0.0344												0.25			0.0670			0.0665												0.25			0.0776			0.0769												0.20			0.0645			0.0630


			0.30			0.0984			0.0975												0.30			0.1046			0.1039												0.30			0.1173			0.1162												0.25			0.1006			0.0977


			0.35			0.1440			0.1430			0.143			0.678						0.35			0.1509			0.1501			0.15			0.627						0.35			0.1651			0.1635			0.164			0.665						0.35			0.1940			0.1883			0.188			3.202


			0.40			0.1979			0.1969												0.40			0.2051			0.2041												0.40			0.2196			0.2176												0.40			0.2488			0.2420


			0.45			0.2584			0.2574												0.45			0.2652			0.2642												0.45			0.2791			0.2768												0.50			0.3668			0.3585			0.36			1.881


			0.50			0.3235			0.3225			0.323			0.152						0.50			0.3295			0.3284			0.329			0.155						0.50			0.3418			0.3393			0.34			0.526						0.55			0.4269			0.4183


			0.60			0.4590			0.4580												0.60			0.4623			0.4612												0.55			0.4059			0.4033												0.70			0.5970			0.5892


			0.65			0.5254			0.5244												0.65			0.5271			0.5260												0.65			0.5317			0.5291												0.75			0.6475			0.6402			0.642			0.850


			0.75			0.6478			0.6468			0.647			0.119						0.75			0.6466			0.6455			0.646			0.088						0.75			0.6457			0.6434			0.644			0.258						0.85			0.7361			0.7303


			0.80			0.7017			0.7008												0.85			0.7468			0.7459												0.85			0.7418			0.7401												0.95			0.8078			0.8035			0.804			0.475


			0.90			0.7929			0.7920												0.95			0.8256			0.8248			0.825			0.070						0.95			0.8183			0.8170			0.817			0.158						1.00			0.8375			0.8339


			0.95			0.8300			0.8292			0.829			0.125						1.10			0.9066			0.9061												1.10			0.8988			0.8981												1.10			0.8859			0.8835


			1.10			0.9112			0.9104												1.20			0.9409			0.9404												1.20			0.9338			0.9334												1.20			0.9216			0.9201


			1.20			0.9448			0.9441												1.30			0.9636			0.9633												1.30			0.9578			0.9575												1.30			0.9472			0.9464


			1.30			0.9668			0.9662												1.40			0.9782			0.9779												1.40			0.9737			0.9736												1.40			0.9651			0.9647


			1.50			0.9890			0.9886			0.988			0.099						1.50			0.9873			0.9871			0.987			0.030						1.50			0.9840			0.9839			0.983			0.101						1.50			0.9773			0.9771			0.977			0.031


			q = 0.075, y = 10000, f = 0.25, tmax = 30																		q = 0.15, y = 10000, f = 0.5, tmax = 15																		q = 0.3, y = 10000, f = 1.001, tmax = 7.5																		q = 0.6, y = 10000, f = 2, tmax =3. 75


									x = 2																		x = 1																		x = 0.5																		x = 0.2


			Y/Z			Ufesc									%Error						Y/Z			Ufesc									%Error						Y/Z			Ufesc									%Error						Y/Z			Ufesc									%Error


						P-T			Liaw			Rosen			PT - R									P-T			Liaw			Rosen			PT - R									P-T			Liaw			Rosen			PT - R									P-T			Liaw			Rosen			PT - R


																											n/x = 0.2  ( Tiempo de calculo: 1min 49seg )


			0.10			0.1033			0.1038			0.097			6.443						0.10			0.1644			0.1618			0.133			23.632						0.10			0.2836			0.2657			0.192			47.682						0.10			0.5206			0.4782			0.311			67.392


			0.20			0.1905			0.1848			0.181			5.249						0.15			0.2155			0.2030												0.15			0.3358			0.3027												0.15			0.5517			0.4989


			0.25			0.2358			0.2281												0.20			0.2640			0.2445			0.241			9.548						0.20			0.3828			0.3386			0.312			22.679						0.20			0.5797			0.5188			0.454			27.692


			0.30			0.2815			0.2724												0.25			0.3103			0.2858												0.25			0.4252			0.3733												0.25			0.6052			0.5379


			0.35			0.3271			0.3170			0.317			3.170						0.35			0.3965			0.3668			0.374			6.011						0.30			0.4638			0.4068												0.30			0.6283			0.5564			0.539			16.566


			0.40			0.3721			0.3613												0.40			0.4366			0.4059												0.35			0.4991			0.4391			0.45			10.902						0.35			0.6494			0.5742


			0.50			0.4589			0.4477												0.45			0.4749			0.4438												0.40			0.5315			0.4701												0.40			0.6686			0.5913


			0.55			0.5001			0.4890			0.491			1.853						0.55			0.5457			0.5156			0.532			2.568						0.45			0.5614			0.4998												0.50			0.7026			0.6237			0.651			7.923


			0.65			0.5770			0.5666												0.60			0.5783			0.5493												0.55			0.6148			0.5556												0.60			0.7315			0.6536


			0.70			0.6125			0.6026												0.70			0.6381			0.6119												0.70			0.6823			0.6301			0.655			4.171						0.70			0.7563			0.6813


			0.80			0.6772			0.6686			0.67			1.069						0.80			0.6911			0.6680			0.677			2.075						0.75			0.7020			0.6525												0.80			0.7779			0.7069


			0.95			0.7586			0.7521												0.90			0.7375			0.7177												0.90			0.7542			0.7132												0.90			0.7969			0.7306


			1.10			0.8228			0.8182			0.82			0.337						1.00			0.7778			0.7613												1.05			0.7975			0.7646												1.00			0.8138			0.7525			0.794			2.487


			1.30			0.8854			0.8829												1.10			0.8128			0.7992			0.8			1.596						1.10			0.8103			0.7799			0.802			1.030						1.10			0.8288			0.7727


			1.40			0.9087			0.9070												1.20			0.8428			0.8319												1.30			0.8541			0.8326												1.30			0.8546			0.8085


			1.50			0.9277			0.9266												1.40			0.8903			0.8837												1.40			0.8722			0.8544												1.50			0.8759			0.8388


			1.70			0.9553			0.9550												1.60			0.9243			0.9208												1.60			0.9022			0.8905												1.70			0.8937			0.8646


			2.00			0.9790			0.9792			0.979			0.003						2.00			0.9651			0.9647			0.963			0.220						2.00			0.9434			0.9393			0.938			0.572						2.00			0.9155			0.8960			0.907			0.940


			q = 1.5, y = 10000, f = 2.5, tmax = 2																		q = 3, y = 10000, f = 5, tmax = 1																		q =6, y = 10000, f =10, tmax = 0.5																		q = 15, y = 10000, f = 25, tmax = 0.2


																																	n/x = 0.1


			0.099933			0.0492			0.0463												0.10			0.1253			0.1038												0.10			0.2705			0.2161			0.128			111.34						0.1			0.5217			0.4510			0.253			106.22


			0.149933			0.0850			0.0763			0.067			26.866						0.15			0.1785			0.1431			0.117			52.581						0.15			0.3275			0.2559												0.2			0.5832			0.4956			0.427			36.578


			0.199933			0.1270			0.1125												0.20			0.2316			0.1848												0.20			0.3787			0.2949			0.263			43.992						0.3			0.6333			0.5369			0.52			21.788


			0.249933			0.1737			0.1538												0.25			0.2835			0.2281												0.25			0.4250			0.3330												0.4			0.6747			0.5752


			0.299933			0.2238			0.1992												0.30			0.3339			0.2724												0.30			0.4669			0.3701												0.5			0.7092			0.6105			0.645			9.955


			0.349933			0.2760			0.2477			0.249			10.847						0.35			0.3824			0.3170			0.329			16.222						0.35			0.5052			0.4061			0.421			19.988						0.6			0.7385			0.6431


			0.399933			0.3292			0.2981												0.40			0.4288			0.3613												0.40			0.5401			0.4408												0.7			0.7635			0.6732


			0.449933			0.3823			0.3496												0.45			0.4730			0.4050			0.419			12.878						0.45			0.5723			0.4743												0.8			0.7852			0.7009


			0.499933			0.4346			0.4010			0.407			6.776						0.55			0.5544			0.4890												0.50			0.6019			0.5064												0.9			0.8042			0.7264


			0.549933			0.4853			0.4518												0.60			0.5916			0.5287												0.55			0.6293			0.5371												1.0			0.8210			0.7499			0.796			3.143


			0.649933			0.5799			0.5486												0.65			0.6264			0.5666												0.60			0.6548			0.5665												1.1			0.8360			0.7715


			0.749933			0.6635			0.6360			0.642			3.349						0.70			0.6590			0.6026			0.619			6.456						0.65			0.6784			0.5945												1.2			0.8494			0.7913


			0.849933			0.7349			0.7120												0.80			0.7173			0.6686												0.70			0.7004			0.6210			0.654			7.090						1.3			0.8615			0.8095


			0.949933			0.7942			0.7761			0.78			1.826						0.90			0.7672			0.7263			0.737			4.098						0.85			0.7578			0.6927												1.4			0.8725			0.8262


			1.049933			0.8425			0.8287												1.05			0.8280			0.7980												1.00			0.8046			0.7530			0.774			3.953						1.5			0.8825			0.8415


			1.199933			0.8968			0.8884												1.15			0.8604			0.8367												1.20			0.8538			0.8176												1.6			0.8917			0.8555


			1.299933			0.9233			0.9175												1.35			0.9093			0.8956												1.50			0.9061			0.8867												1.8			0.9077			0.8801


			1.499933			0.9588			0.9564			0.955			0.394						1.50			0.9351			0.9266			0.925			1.093						2.00			0.9561			0.9512			0.948			0.850						2.0			0.9213			0.9006			0.911			1.133


			q = 1.5, y = 10000, f =5, tmax = 1.5																		q = 3, y = 10000, f = 10, tmax = 0.75																		q = 6, y = 10000, f = 20, tmax = 0.5																		q =15, y = 10000, f = 50, tmax =0.2
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Casa abierta al tiempo

En la figura 4.1.12 se presentan los perfiles de concentracion obtenidos a tres tiempos adimensionales
diferentes. Es evidente que a tiempos mayores, la zona de transferencia de masa (ZTM) se va
desplazando a través de la columna, mientras que la zona de equilibrio (ZE) va incrementandose
conforme transcurre el tiempo, es decir, la columna se va saturando de soluto a medida que pasa el
tiempo, mientras que la zona no utilizada (ZNU) va disminuyendo hasta que la ZTM llega al punto

final del lecho empacado, Z=1, y es en este momento (zg), cuando, se comienza a obtener respuesta en

una grafica de concentracion contra tiempo adimensional (ver la seccion 1.1.2).

Concentracion adimensional del efluente

Fig. 4.1.12.- Perfiles de concentracién obtenidas para una alimentacion
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del tipo escalon unitario a diferentes valores del tiempo adimensional r,
(6 =0.075, ¢ =0.25, y=0.3333).

Los perfiles de concentracion para un pulso finito son parecidos, en su forma a las curvas de ruptura
(concentracion contra tiempo), solo que en estas ultimas, la rama mas larga de la base del pico
(asociado al fendmeno de difusidn/dispersion) esta en el extremo derecho de la curva, en tanto que en

los perfiles de concentracion (variacion con respecto a la posicion), la “rama” mas larga se observa

principalmente en el extremo izquierdo (figura 4.1.13).
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Fig. 4.1.13.- Perfiles de concentracién obtenidas para una alimentacién
de tipo pulso finito (6 =0.075, ¢ =0.25, y=0.3333).

4.2. Comparacion de las curvas de ruptura obtenidas en el presente trabajo contra las reportadas

en la literatura.

En esta seccion se comparan las curvas de ruptura obtenidas mediante la solucién analitica desarrollada
en el presente trabajo (truncada al célculo de una o dos raices, 4.1y 4.2), contra los obtenidos mediante
la solucién aproximada de Liaw y los datos reportados por Rosen, (1954). En la tabla 4.1 se presentan
los valores de los parametros involucrados en el modelo resuelto en el presente trabajo, 6, v, y ¢, los

cuales fueron establecidos a partir de los parametros utilizados por Rosen (1954), X, v/X, Y/X.
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Tabla 4.1.- Condiciones bajo las cuales se han obtenido las curvas de ruptura de
adsorbedores de lecho fijo (en este caso todos a w= 10000y Z=1).

X Y/X T @ 0
VX =0.1
0.2 2 0.2 50 15
0.5 2 0.5 20 6
1 1.5 0.75 10 3
2 1.5 15 5 15
5 1.5 3.75 2 0.6
10 1.5 7.5 1 0.3
20 1.5 15.0 0.5 0.15
40 1.5 30.0 0.25 0.075
VX =0.2
0.2 2 0.2 25 15
0.5 2 0.5 10 6
1 2 0.75 5 3
2 2 1.5 2.5 1.5
5 2 3.75 1 0.6
10 2 7.5 0.5 0.3
20 2 15.0 0.25 0.15
40 2 40.0 0.125 0.075

Cabe sefalar que Rosen (1954), con base a datos experimentales, establecio que el parametro de
longitud de lecho comprendido entre los valores de: 0<X=3/0<40, asi como
Ogv/X :6?/(3¢) <0.2 cubren la mayor parte de los casos de interés para columnas de adsorcion de
lecho empacado”; de este modo, los resultados presentados por Rosen fueron obtenidos para: X = 0.2,
0.5,1,2,5, 20,40, (6 =15,6,3,15,0.6,0.3,0.15y 0.075), asi como para v/X = 0.025 (200> ¢ >1),
0.05 (100> ¢>0.5), 0.1 (50>¢>0.25) y 0.2 (25> ¢ >0.125). En el presente trabajo Unicamente se

obtienen resultados para las dos Ultimas series de datos, v/X =0.1y 0.2.

La parte sombreada de dicha tabla corresponde a los valores bajo los cuales se comienzan a registrar
desviaciones importantes de los resultados presentados a lo largo de esta seccidn contra los reportados

en la literatura, siendo los valores remarcados en negro los que mejor se ajustan.

* En el apéndice se presenta un anélisis detallado acerca del establecimiento de los valores de los parémetros 6, ¢,y v.
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Por otra parte es necesario recordar que la solucion obtenida en el presente trabajo es el resultado de
dos expansiones en series, la primera surge como resultado de invertir el término 5(5), originalmente

una funcioén de términos trigonométricos, mediante la formula de Heaviside, obteniéndose una suma

infinita de términos fraccionarios cuyo denominador es del tipo: (s+ a, ) , donde o es la j-ésima raiz de

una funcién trigonométrica (ver ecuacion 3.2.89). La segunda expansién proviene de la necesidad de
expresar el término exponencial que contiene a la funcién 5(5) en términos de series de Taylor. De

este modo se obtiene una solucién en términos de sumas infinitas anidadas, dependientes, en términos
generales, de dos indices o contadores distintos: uno contabiliza el numero de raices a considerar (n), y

el otro considera el nimero de términos de la expansion de la exponencial (m).

De acuerdo a lo anterior, la exactitud de los resultados obtenidos depende directamente del nimero de
raices considerado (n) y de los términos de la exponencial (m). En las gréficas y tablas mostradas en
esta seccion se han considerado Unicamente la solucién aproximada con una y dos raices debido a las
siguientes razones: dado que la solucion converge rapidamente [Liaw, et al, 1979] no es necesario
considerar una gran cantidad de raices, de hecho para un nimero importante de casos, basta con
considerar dos raices para obtener buenos resultados, como se muestra en las tabla 4.2 y en las figuras
4.2.1 y 4.2.2. Una razon adicional para considerar Unicamente los dos primeros términos (2T) de la
solucién completa (3.2.82), es el hecho de que en la medida en que se incrementa el nimero de raices,

crece exponencialmente el nimero de célculos, lo cual hace més tardado los tiempos de célculo.

Con respecto a la exponencial, esta ha sido expandida a un numero tal, que la variacion de los
resultados obtenidos es minima; para la solucion truncada a una sola raiz (1T), la exponencial se
expandid hasta 200 términos, en tanto que para dos raices (2T), la exponencial se expandi6 Unicamente

hasta 35 términos.
En la tabla 4.2 se muestran los porcentajes de error encontrados con respecto a los resultados

reportados por Rosen. En dicha tabla se expresan claramente las condiciones a las cuales fueron

encontradas dichos resultados, asi como los tiempos de célculo empleados para cada caso.
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Tabla 4.2.- Comparacion entre los resultados obtenidos en el presente trabajo contra los presentados por Rosen y Liaw.

X =40 x =20 x =10 x=5.0
YIX Ufe_sc %Desv YIX Ufe_sc %Desv YIX Ufe_sc %Desv YIX Ufgsc %Desv
P-T Liaw Rosen PT - R P-T Liaw Rosen PT -R P-T Liaw Rosen PT -R P-T Liaw Rosen PT - R
vIXx = 0.2 (Tiempo de calculo: 1min 49seg )
0.10 0.0489 0.0490 0.049 0.163 0.10 0.0517 0.0517 0.052 0.654 0.10 0.0572 0.0573 0.057 0.263 0.10 0.0683 0.0685 0.068 0.382
0.20 0.1164 0.1164 0.117 0.530 0.20 0.1204 0.1203 0.121 0.529 0.20 0.1282 0.1281 0.128 0.187 0.20 0.1437 0.1430 0.143 0.510
0.30 0.2035 0.2035 0.30 0.2078 0.2078 0.30 0.2164 0.2160 0.30 0.2330 0.2314
0.35 0.2518 0.2519 0.252 0.087 0.35 0.2560 0.2559 0.256 0.016 0.35 0.2643 0.2639 0.264 0.125 0.35 0.2804 0.2785 0.279 0.505
0.40 0.3019 0.3020 0.40 0.3059 0.3058 0.40 0.3136 0.3131 0.40 0.3286 0.3265
0.50 0.4038 0.4039 0.50 0.4069 0.4067 0.50 0.4127 0.4121 0.50 0.4244 0.4221
0.55 0.4540 0.4541 0.454 0.004 0.55 0.4564 0.4563 0.456 0.092 0.55 0.4612 0.4606 0.461 0.041 0.55 0.4708 0.4685 0.469 0.377
0.60 0.5027 0.5028 0.60 0.5045 0.5044 0.60 0.5081 0.5075 0.60 0.5156 0.5133
0.70 0.5939 0.5940 0.70 0.5946 0.5945 0.70 0.5959 0.5953 0.70 0.5992 0.5971
0.80 0.6748 0.6749 0.675 0.034 0.80 0.6744 0.6743 0.675 0.092 0.80 0.6737 0.6732 0.674 0.043 0.80 0.6733 0.6715 0.672 0.193
0.90 0.7441 0.7442 0.90 0.7429 0.7428 0.90 0.7407 0.7403 0.90 0.7374 0.7359
1.00 0.8018 0.8019 1.00 0.8001 0.8001 1.00 0.7969 0.7966 1.00 0.7915 0.7904
1.10 0.8488 0.8488 0.849 0.029 1.10 0.8468 0.8468 0.847 0.026 1.10 0.8430 0.8428 0.843 0.002 1.10 0.8364 0.8356 0.835 0.169
1.20 0.8861 0.8862 1.20 0.8841 0.8841 1.20 0.8801 0.8800 1.20 0.8730 0.8724
1.30 0.9153 0.9154 1.30 0.9133 0.9133 1.30 0.9094 0.9094 1.30 0.9023 0.9020
1.50 0.9547 0.9548 1.50 0.9531 0.9531 1.50 0.9499 0.9499 1.50 0.9438 0.9437
1.70 0.9767 0.9768 1.70 0.9756 0.9756 1.70 0.9733 0.9733 1.70 0.9686 0.9687
2.00 0.9920 0.9920 0.992 0.004 2.00 0.9914 0.9914 0.991 0.038 2.00 0.9902 0.9902 0.99 0.016 2.00 0.9876 0.9876 0.987 0.058
p = 0.075, y = 10000, ¢ = 0.125, rmax = 40 g = 0.15, y = 10000, ¢ = 0.25, gmax = 20 p = 0.3, y = 10000, ¢ = 0.5, gmax = 10 p = 0.6,y = 10000, ¢ = 1.001, tmax = 5
\//X =0.1
0.10 0.0072 0.0063 0.10 0.0080 0.0076 0.10 0.0104 0.0105 0.10 0.0173 0.0176
0.15 0.0175 0.0166 0.017 2.765 0.15 0.0195 0.0191 0.019 2.789 0.15 0.0245 0.0244 0.024 1.958 0.15 0.0367 0.0363 0.035 4.914
0.20 0.0353 0.0344 0.25 0.0670 0.0665 0.25 0.0776 0.0769 0.20 0.0645 0.0630
0.30 0.0984 0.0975 0.30 0.1046 0.1039 0.30 0.1173 0.1162 0.25 0.1006 0.0977
0.35 0.1440 0.1430 0.143 0.678 0.35 0.1509 0.1501 0.15 0.627 0.35 0.1651 0.1635 0.164 0.665 0.35 0.1940 0.1883 0.188 3.202
0.40 0.1979 0.1969 0.40 0.2051 0.2041 0.40 0.2196 0.2176 0.40 0.2488 0.2420
0.45 0.2584 0.2574 0.45 0.2652 0.2642 0.45 0.2791 0.2768 0.50 0.3668 0.3585 0.36 1.881
0.50 0.3235 0.3225 0.323 0.152 0.50 0.3295 0.3284 0.329 0.155 0.50 0.3418 0.3393 0.34 0.526 0.55 0.4269 0.4183
0.60 0.4590 0.4580 0.60 0.4623 0.4612 0.55 0.4059 0.4033 0.70 0.5970 0.5892
0.65 0.5254 0.5244 0.65 0.5271 0.5260 0.65 0.5317 0.5291 0.75 0.6475 0.6402 0.642 0.850
0.75 0.6478 0.6468 0.647 0.119 0.75 0.6466 0.6455 0.646 0.088 0.75 0.6457 0.6434 0.644 0.258 0.85 0.7361 0.7303
0.80 0.7017 0.7008 0.85 0.7468 0.7459 0.85 0.7418 0.7401 0.95 0.8078 0.8035 0.804 0.475
0.90 0.7929 0.7920 0.95 0.8256 0.8248 0.825 0.070 0.95 0.8183 0.8170 0.817 0.158 1.00 0.8375 0.8339
0.95 0.8300 0.8292 0.829 0.125 1.10 0.9066 0.9061 1.10 0.8988 0.8981 1.10 0.8859 0.8835
1.10 0.9112 0.9104 1.20 0.9409 0.9404 1.20 0.9338 0.9334 1.20 0.9216 0.9201
1.20 0.9448 0.9441 1.30 0.9636 0.9633 1.30 0.9578 0.9575 1.30 0.9472 0.9464
1.30 0.9668 0.9662 1.40 0.9782 0.9779 1.40 0.9737 0.9736 1.40 0.9651 0.9647
1.50 0.9890 0.9886 0.988 0.099 1.50 0.9873 0.9871 0.987 0.030 1.50 0.9840 0.9839 0.983 0.101 1.50 0.9773 0.9771 0.977 0.031

o = 0.075, y = 10000, ¢ = 0.25, tmax = 30

g =0.15, y = 10000, ¢ = 0.5, tmax = 15

9 = 0.3, y = 10000, ¢4 = 1.001, tmax = 7.5

9 =0.6,y = 10000, ¢ = 2, ymax =3. 75
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...Continuacioén de la tabhla 4.2.

xX=2 x=1 x=0.5 x=0.2
Y/X Ufe-sc %Desv Y/X Ufe.sc %Desv Y/X Ufe‘sc %Desv Y/X Ufgsc %Desv
P-T Liaw Rosen PT-R P-T Liaw Rosen PT -R P-T Liaw Rosen PT-R P-T Liaw Rosen PT-R
v/x = 0.2 (Tiempo de calculo: 1min 49seg )
0.10 0.1033 0.1038 0.097 6.443 0.10 0.1644 0.1618 0.133 23.632 0.10 0.2836 0.2657 0.192 47.682 0.10 0.5206 0.4782 0.311 67.392
0.20 0.1905 0.1848 0.181 5.249 0.15 0.2155 0.2030 0.15 0.3358 0.3027 0.15 0.5517 0.4989
0.25 0.2358 0.2281 0.20 0.2640 0.2445 0.241 9.548 0.20 0.3828 0.3386 0.312 22.679 0.20 0.5797 0.5188 0.454 27.692
0.30 0.2815 0.2724 0.25 0.3103 0.2858 0.25 0.4252 0.3733 0.25 0.6052 0.5379
0.35 0.3271 0.3170 0.317 3.170 0.35 0.3965 0.3668 0.374 6.011 0.30 0.4638 0.4068 0.30 0.6283 0.5564 0.539 16.566
0.40 0.3721 0.3613 0.40 0.4366 0.4059 0.35 0.4991 0.4391 0.45 10.902 0.35 0.6494 0.5742
0.50 0.4589 0.4477 0.45 0.4749 0.4438 0.40 0.5315 0.4701 0.40 0.6686 0.5913
0.55 0.5001 0.4890 0.491 1.853 0.55 0.5457 0.5156 0.532 2.568 0.45 0.5614 0.4998 0.50 0.7026 0.6237 0.651 7.923
0.65 0.5770 0.5666 0.60 0.5783 0.5493 0.55 0.6148 0.5556 0.60 0.7315 0.6536
0.70 0.6125 0.6026 0.70 0.6381 0.6119 0.70 0.6823 0.6301 0.655 4.171 0.70 0.7563 0.6813
0.80 0.6772 0.6686 0.67 1.069 0.80 0.6911 0.6680 0.677 2.075 0.75 0.7020 0.6525 0.80 0.7779 0.7069
0.95 0.7586 0.7521 0.90 0.7375 0.7177 0.90 0.7542 0.7132 0.90 0.7969 0.7306
1.10 0.8228 0.8182 0.82 0.337 1.00 0.7778 0.7613 1.05 0.7975 0.7646 1.00 0.8138 0.7525 0.794 2.487
1.30 0.8854 0.8829 1.10 0.8128 0.7992 0.8 1.596 1.10 0.8103 0.7799 0.802 1.030 1.10 0.8288 0.7727
1.40 0.9087 0.9070 1.20 0.8428 0.8319 1.30 0.8541 0.8326 1.30 0.8546 0.8085
1.50 0.9277 0.9266 1.40 0.8903 0.8837 1.40 0.8722 0.8544 1.50 0.8759 0.8388
1.70 0.9553 0.9550 1.60 0.9243 0.9208 1.60 0.9022 0.8905 1.70 0.8937 0.8646
2.00 0.9790 0.9792 0.979 0.003 2.00 0.9651 0.9647 0.963 0.220 2.00 0.9434 0.9393 0.938 0.572 2.00 0.9155 0.8960 0.907 0.940
0 = 1.5,y = 10000, ¢ = 2.5, gmax = 2 0 =3,y =10000, ¢ =5, max =1 0 =6, y = 10000, ¢ =10, gmax = 0.5 0 = 15, y = 10000, ¢ = 25, ymax = 0.2
vix=0.1
0.1 0.0492 0.0463 0.10 0.1253 0.1038 0.10 0.2705 0.2161 0.128 111.34 0.1 0.5217 0.4510 0.253 106.22
0.15 0.0850 0.0763 0.067 26.866 0.15 0.1785 0.1431 0.117 52.581 0.15 0.3275 0.2559 0.2 0.5832 0.4956 0.427 36.578
0.2 0.1270 0.1125 0.20 0.2316 0.1848 0.20 0.3787 0.2949 0.263 43.992 0.3 0.6333 0.5369 0.52 21.788
0.25 0.1737 0.1538 0.25 0.2835 0.2281 0.25 0.4250 0.3330 0.4 0.6747 0.5752
0.3 0.2238 0.1992 0.30 0.3339 0.2724 0.30 0.4669 0.3701 0.5 0.7092 0.6105 0.645 9.955
0.35 0.2760 0.2477 0.249 10.847 0.35 0.3824 0.3170 0.329 16.222 0.35 0.5052 0.4061 0.421 19.988 0.6 0.7385 0.6431
0.4 0.3292 0.2981 0.40 0.4288 0.3613 0.40 0.5401 0.4408 0.7 0.7635 0.6732
0.45 0.3823 0.3496 0.45 0.4730 0.4050 0.419 12.878 0.45 0.5723 0.4743 0.8 0.7852 0.7009
0.5 0.4346 0.4010 0.407 6.776 0.55 0.5544 0.4890 0.50 0.6019 0.5064 0.9 0.8042 0.7264
0.55 0.4853 0.4518 0.60 0.5916 0.5287 0.55 0.6293 0.5371 1.0 0.8210 0.7499 0.796 3.143
0.65 0.5799 0.5486 0.65 0.6264 0.5666 0.60 0.6548 0.5665 1.1 0.8360 0.7715
0.75 0.6635 0.6360 0.642 3.349 0.70 0.6590 0.6026 0.619 6.456 0.65 0.6784 0.5945 1.2 0.8494 0.7913
0.85 0.7349 0.7120 0.80 0.7173 0.6686 0.70 0.7004 0.6210 0.654 7.090 1.3 0.8615 0.8095
0.95 0.7942 0.7761 0.78 1.826 0.90 0.7672 0.7263 0.737 4.098 0.85 0.7578 0.6927 1.4 0.8725 0.8262
1.05 0.8425 0.8287 1.05 0.8280 0.7980 1.00 0.8046 0.7530 0.774 3.953 15 0.8825 0.8415
1.2 0.8968 0.8884 1.15 0.8604 0.8367 1.20 0.8538 0.8176 1.6 0.8917 0.8555
1.3 0.9233 0.9175 1.35 0.9093 0.8956 1.50 0.9061 0.8867 1.8 0.9077 0.8801
1.5 0.9588 0.9564 0.955 0.394 1.50 0.9351 0.9266 0.925 1.093 2.00 0.9561 0.9512 0.948 0.850 2.0 0.9213 0.9006 0.911 1.133

g = 1.5,y = 10000, ¢ =5, gmax = 1.5

9 =3, y = 10000, ¢ = 10, gmax = 0.75

g =6, y = 10000, ¢ = 20, gmax = 0.5

9 =15, y = 10000, ¢ = 50, tmax =0.2
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Casa dhiore alienss Resultados

El porcentaje de desviacion presentado en la tabla 4.2, se ha calculado de la siguiente manera:

‘U ¢ [Rosen]-U, [PT]‘

% desviacion =
U, [Rosen]

x100 4.2.1)

De la tabla anterior se pueden hacer las primeras observaciones que seran confirmadas mas adelante
con las graficas obtenidas. La primera observacion es que, en general, la diferencia entre los resultados
obtenidos por Liaw y Rosen son minimas, por lo que en principio, las comparaciones de los resultados
del PT con respecto a los de Rosen o a los de Liaw son similares. Sin embargo, es conveniente
reconocer que para los casos en los que los pardmetros € y ¢ aumentan, las concentraciones
encontradas en el PT se alejan drasticamente de las encontradas por Rosen y/o Liaw (las cuales son
parecidas entre si) para tiempos adimensionales cercanos a cero, no obstante el comportamiento de las
curvas obtenidas mediante el presente trabajo y las encontradas por Rosen son similares (en cuanto a la
forma descrita por las curvas), en tanto que las encontradas mediante la solucion de Liaw varian

ligeramente de las obtenidas por Rosen, como se puede observar en la figura 4.2.1.
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Fig. 4.2.1.- Curvas de ruptura tedricas para una alimentacion
de tipo escalon unitario (v/X=0.2, y =10000).
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El porcentaje de desviación presentado en la tabla 4.2, se ha calculado de la siguiente manera:
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(4.2.1)


De la tabla anterior se pueden hacer las primeras observaciones que serán confirmadas más adelante con las gráficas obtenidas. La primera observación es que, en general, la diferencia entre los resultados obtenidos por Liaw y Rosen son mínimas, por lo que en principio, las comparaciones de los resultados del PT con respecto a los de Rosen o a los de Liaw son similares. Sin embargo, es conveniente reconocer que para los casos en los que los parámetros ( y  aumentan, las concentraciones encontradas en el PT se alejan drásticamente de las encontradas por Rosen y/o Liaw (las cuales son parecidas entre sí) para tiempos adimensionales cercanos a cero, no obstante el comportamiento de las curvas obtenidas mediante el presente trabajo y las encontradas por Rosen son similares (en cuanto a la forma descrita por las curvas), en tanto que las encontradas mediante la solución de Liaw varían ligeramente de las obtenidas por Rosen, como se puede observar en la figura 4.2.1.
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Fig. 4.2.1.-


 Curvas de ruptura teóricas para una alimentación 


de tipo escalón unitario (
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Otra observación interesante es el hecho de que el cálculo de las concentraciones adimensionales es mas difícil, sensible e inexacto, para los primeros valores del tiempo adimensional  o del parámetro Y/X, en tanto que, al aumentar dichos parámetros, se encuentran concentraciones mas parecidas a las de la literatura.


De las gráficas presentadas también sobresale el hecho de que al aumentar el parámetro de resistencia de película , aumenta también el grado de desviación de las curvas obtenidas en el PT con respecto a las presentadas en la literatura (Rosen, y Liaw) y por lo tanto se hace necesario el aumento del número de términos m de la expansión de la exponencial y en casos extremos, del número n de raíces a considerar.
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Fig. 4.2.2.-
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El hecho de aumentar el número de raíces a considerar implica invertir mayor tiempo de cálculo, lo cuál es indeseable, sin embargo, en la medida en que el parámetro X disminuye, la necesidad de considerar un número mayor de raíces es inevitable, ya que de lo contrario los porcentajes de error obtenidos pueden ser considerables, como lo muestran las gráficas 4.2.3 y 4.2.4.
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Fig. 4.2.3.-


 Curvas de ruptura teóricas para una alimentación


de tipo escalón unitario (


n


/X=0.05, 


y


 =10000).


Concentración adimensional del efluente


Y/X


 Liaw


 2T


 Rosen, X=2


 Rosen, X=5


 Rosen, X=40






[image: image5.wmf]0.0


0.2


0.4


0.6


0.8


1.0


1.2


0.0


0.2


0.4


0.6


0.8


1.0


(40)


(5)


(40)


(5)


Fig. 4.2.4.-


 Curvas de ruptura teóricas para una alimentación


de tipo escalón unitario (
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En general a mayores valores de X, las desviaciones encontradas disminuyen y por lo tanto son susceptibles de ser calculadas considerando solo una raíz (1T) en la solución del PT, lo cual requiere tiempos muy cortos de cálculo. En ese sentido la solución aproximada de Liaw resulta bastante buena, para casi todos los casos reportados, a pesar de aproximar el perfil de concentración promedio intrapartícula como una función parabólica. Sin embargo, tal solución puede arrojar resultados extraños si no se toma en cuenta un número suficientemente grande de términos en la expansión en series de la exponencial involucrada en dicha solución de Liaw, et al., (1979). 


[image: image6.wmf]0


20


40


60


80


100


0.0


0.2


0.4


0.6


0.8


1.0


Fig. 4.2.5.-


 Curvas de ruptura teóricas para una alimentación


de tipo escalón unitario (


f


 =0.05, 


q


 =0.03, 


y


 =10000).


Concentración adimensional del efluente
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 Liaw
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 2T


 Serna


A continuación se muestran las comparaciones de los resultados obtenidos en el presente trabajo y los presentados por Serna, et al., (1992).

Cabe mencionar que Serna, et al., (1992) resolvieron un modelo en el que se consideró el término de dispersión axial (número de Peclet, Pe), que es un modelo más complicado que el considerado en este trabajo. Debido a lo anterior, se puede explicar el hecho de que tanto las soluciones arrojadas mediante las ecuaciones del PT, (4.1), (4.2) y de Liaw, (4.3), coinciden numérica y cualitativamente, sin embargo todas ellas difieren del comportamiento de la curva presentada por Serna; está última fue obtenida a  Pe=20, valor en el que, en este caso, la dispersión axial, DL, comienza a ser importante con respecto al término convectivo (figura 4.2.5).


Sin embargo, en la gráfica 4.2.6 es posible apreciar que la curva de ruptura del PT calculada con dos raíces (2T) se comporta de forma más parecida a la curva reportada por Serna de lo que lo hace la curva de Liaw, a Pe = 10. Comparando las gráficas 4.2.5 y 4.2.6, se observa que al aumentar el valor de  se obtiene una mayor desviación en los resultados.
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Fig. 4.2.6.-


 Curvas de ruptura teóricas para una alimentación


de tipo escalón unitario (
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Las gráficas presentadas a continuación muestran las curvas de error obtenidas al comparar los resultados del PT y los obtenidos mediante la ecuación de Liaw. Esto hizo así considerando que ambos resultados son obtenidos a partir de ecuaciones donde la concentración adimensional es una función explícita del tiempo y posición adimensional, así como de los diferentes parámetros mencionados hasta el momento, es decir no son resultados calculados a partir de un método numérico, por lo que el comportamiento de las curvas de error no presenta “fluctuaciones”, como lo hacen las curvas de error generadas de la comparación entre el PT y Rosen. Además, aunque Rosen et al., (1952), presentan una tabla amplia de resultados, también es cierto que dichos resultados no se presentan en intervalos iguales, por lo que las gráficas obtenidas por ellas pierden continuidad. Por lo anterior, se decidió, para fines ilustrativos presentar las comparaciones entre el PT y Rosen en forma tabular, en tanto que las comparaciones entre el PT y Liaw se presentan en forma de curvas de error.


Mediante las curvas anteriores se confirma el hecho de que los cálculos de los puntos de las curvas de ruptura son más exactos para zonas alejadas al valor inicial, es decir de > 0.


Por otra parte, se ha señalado que las curvas de ruptura presentadas a lo largo de esta sección se obtuvieron a partir de la solución analítica truncada a una y dos raíces, sin embargo el número de términos involucrados en las expansiones en series de Taylor ha variado en algunos casos, lo cual repercute directamente en los tiempos de cómputo. En las curvas de ruptura obtenidas a partir de la solución aproximada a una raíz (1T), se emplearon 150 términos de la expansión en series de Taylor de la exponencial, en tanto que en la solución de dos raíces (2T), se emplearon principalmente 20 términos en dichas expansiones. Sin embargo, mientras que el tiempo de cómputo de la solución (1T) está en el orden de segundos  (30 s, para calcular más de 100 puntos de la curva), los tiempos de cómputo mediante la solución (2T) están en el orden de minutos, llegándose a incrementar considerablemente conforme aumenta el número de términos de la expansión de la exponencial, (1 hr, para 60 términos en la expansión y 30 puntos calculados).


Comparativamente, la solución aproximada de Liaw presenta tiempos de cómputo ligeramente mayores a los obtenidos con la solución analítica (1T) del presente trabajo; sin embargo, la solución de dos raíces (2T) presenta tiempos mucho mayores, sin embargo, para valores en los que  es muy pequeños, la solución de Liaw puede presentar comportamientos inesperados.
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Otra observacion interesante es el hecho de que el célculo de las concentraciones adimensionales es
mas dificil, sensible e inexacto, para los primeros valores del tiempo adimensional z, o del pardmetro
Y/X, en tanto que, al aumentar dichos parametros, se encuentran concentraciones mas parecidas a las de

la literatura.

De las graficas presentadas también sobresale el hecho de que al aumentar el parametro de resistencia
de pelicula ¢, aumenta también el grado de desviacion de las curvas obtenidas en el PT con respecto a
las presentadas en la literatura (Rosen, y Liaw) y por lo tanto se hace necesario el aumento del numero
de términos m de la expansion de la exponencial y en casos extremos, del nimero n de raices a

considerar.

o 10 : :

c H H

q-) - H H

> o084

w H B

© ; :

T ] ‘ ] ]

2 0.6 il

c :

) i ‘

% W/ 7

S 0.4 SRS

5 A/ /(40 ‘

:8 _ K ( }) —-—== Liaw

® : 2T

c 0.24 ® Rosen, X=40

g & Rosen, X=2

g i X Rosen, X=1

o /AT | | ;
0.0 T T T

00 02 04 06 08 10 12 14 16
Y/IX

Fig. 4.2.2.- Curvas de ruptura tedricas para una alimentacion
del tipo escalon unitario (v/X=0.1, y =10000, Y/X _ = 2.0).

El hecho de aumentar el numero de raices a considerar implica invertir mayor tiempo de célculo, lo
cudl es indeseable, sin embargo, en la medida en que el parametro v/X disminuye, la necesidad de
considerar un nimero mayor de raices es inevitable, ya que de lo contrario los porcentajes de error

obtenidos pueden ser considerables, como lo muestran las graficas 4.2.3 y 4.2.4.
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Resultados

Concentracién adimensional del efluente

Concentracién adimensional del efluente

1.0

X Rosen, X=2
<& Rosen, X=5
® Rosen, X=40

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14
Y/IX

Fig. 4.2.3.- Curvas de ruptura tedricas para una alimentacién
de tipo escalén unitario (v/X=0.05, y =10000).
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Fig. 4.2.4.- Curvas de ruptura tedricas para una alimentacion
de tipo escalén unitario (v/X=0.025, y =10000)
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En general a mayores valores de v/X, las desviaciones encontradas disminuyen y por lo tanto son
susceptibles de ser calculadas considerando solo una raiz (1T) en la solucion del PT, lo cual requiere
tiempos muy cortos de calculo. En ese sentido la solucion aproximada de Liaw resulta bastante buena,
para casi todos los casos reportados, a pesar de aproximar el perfil de concentracién promedio
intraparticula como una funcion parabolica. Sin embargo, tal solucion puede arrojar resultados extrafios
si no se toma en cuenta un niimero suficientemente grande de términos en la expansion en series de la

exponencial involucrada en dicha solucion de Liaw, et al., (1979).

A continuacion se muestran las comparaciones de los resultados obtenidos en el presente trabajo y los

presentados por Serna, et al., (1992).
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Fig. 4.2.6.- Curvas de ruptura tedricas para una alimentacion
de tipo escalén unitario (¢ = 9.9, 6 = 3, y = 10000).

Fig. 4.2.5.- Curvas de ruptura tedricas para una alimentacion
de tipo escal6n unitario (¢ =0.05, 6 =0.03, y =10000).

Cabe mencionar que Serna, et al., (1992) resolvieron un modelo en el que se considerd el término de
dispersion axial (numero de Peclet, Pe), que es un modelo mas complicado que el considerado en este
trabajo. Debido a lo anterior, se puede explicar el hecho de que tanto las soluciones arrojadas mediante
las ecuaciones del PT, (4.1), (4.2) y de Liaw, (4.3), coinciden numérica y cualitativamente, sin embargo
todas ellas difieren del comportamiento de la curva presentada por Serna; esta ultima fue obtenida a
Pe=20, valor en el que, en este caso, la dispersion axial, D;, comienza a ser importante con respecto al

término convectivo (figura 4.2.5).
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Sin embargo, en la grafica 4.2.6 es posible apreciar que la curva de ruptura del PT calculada con dos
raices (2T) se comporta de forma mas parecida a la curva reportada por Serna de lo que lo hace la curva
de Liaw, a Pe = 10. Comparando las graficas 4.2.5 y 4.2.6, se observa que al aumentar el valor de ¢ se

obtiene una mayor desviacion en los resultados.

Las graficas presentadas a continuacion muestran las curvas de error obtenidas al comparar los
resultados del PT y los obtenidos mediante la ecuacion de Liaw. Esto hizo asi considerando que ambos
resultados son obtenidos a partir de ecuaciones donde la concentracion adimensional es una funcion
explicita del tiempo y posicion adimensional, asi como de los diferentes pardmetros mencionados hasta
el momento, es decir no son resultados calculados a partir de un método numérico, por lo que el
comportamiento de las curvas de error no presenta “fluctuaciones”, como lo hacen las curvas de error
generadas de la comparacion entre el PT y Rosen. Ademas, aunque Rosen et al., (1952), presentan una
tabla amplia de resultados, también es cierto que dichos resultados no se presentan en intervalos
iguales, por lo que las graficas obtenidas por ellas pierden continuidad. Por lo anterior, se decidio, para
fines ilustrativos presentar las comparaciones entre el PT y Rosen en forma tabular, en tanto que las

comparaciones entre el PT y Liaw se presentan en forma de curvas de error.

10
v —e— X=40 0.0 _ee0 2
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Fig. 4.2.7.- Curvas de error entre la soluciones del presente Fig. 4.2.8.- Curvas de error entre la soluciones del presente
trabajo y la ecuacion de Liaw (v/X=0.2, y =10000). trabajo y la ecuacion de Liaw (v/X=0.05, y =10000).
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Mediante las curvas anteriores se confirma el hecho de que los calculos de los puntos de las curvas de

ruptura son mas exactos para zonas alejadas al valor inicial, es decir de T > 0.

Por otra parte, se ha sehalado que las curvas de ruptura presentadas a lo largo de esta seccion se
obtuvieron a partir de la solucion analitica truncada a una y dos raices, sin embargo el nimero de
términos involucrados en las expansiones en series de Taylor ha variado en algunos casos, lo cual
repercute directamente en los tiempos de computo. En las curvas de ruptura obtenidas a partir de la
solucion aproximada a una raiz (1T), se emplearon 150 términos de la expansion en series de Taylor de
la exponencial, en tanto que en la solucién de dos raices (2T), se emplearon principalmente 20 términos
en dichas expansiones. Sin embargo, mientras que el tiempo de computo de la solucion (1T) esta en el
orden de segundos (30 s, para calcular méas de 100 puntos de la curva), los tiempos de cémputo
mediante la solucion (2T) estan en el orden de minutos, llegdndose a incrementar considerablemente
conforme aumenta el nimero de términos de la expansion de la exponencial, (1 hr, para 60 términos en

la expansion y 30 puntos calculados).

Comparativamente, la solucion aproximada de Liaw presenta tiempos de computo ligeramente mayores
a los obtenidos con la solucioén analitica (1T) del presente trabajo; sin embargo, la solucién de dos
raices (2T) presenta tiempos mucho mayores, sin embargo, para valores en los que ¢ es muy pequefios,

la solucion de Liaw puede presentar comportamientos inesperados.
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CAPITULOS

CONCLUSIONES

Se ha obtenido una solucion analitica de un modelo de separacién cromatogréfica, la cual esta
expresada en términos de sumas anidadas cuyo numero de sumandos depende del nimero de raices a
calcular. Dado que tales raices son calculadas mediante la solucion de una ecuacion que contiene una
funcion trigonométrica, el nimero de raices (y por lo tanto el nimero de términos de la suma) tiende a

infinito.

Aunque existen diversos trabajos en los que se reportan soluciones analiticas, en la mayoria de estos la
concentracion adimensional esta en funcién de integrales infinitas de lenta convergencia que deben ser
calculadas mediante metodos numéricos, lo cual representa una dificultad para fines de calculos, en
tanto que la solucidn encontrada en el presente trabajo esta expresada como una funcién explicita de la
coordenada longitudinal adimensional de la columna Z, y del tiempo adimensional z. Aunque la

solucion analitica presentada es aparentemente muy compleja, otorga la ventaja de que una vez

conocidas las raices o7, no es necesario utilizar ninguna rutina numérica para poder evaluarla.

Adicionalmente, la forma de la solucion completa es de tipo polinomial, y por lo tanto susceptible de
ser analizada en términos de las variables zy Z, asi como de los efectos de las raices ¢; de hecho,
aunque resulte impréactico resolver la solucion completa, lo cual implicaria evaluar todos los términos
de las sumas infinitas, es posible truncar dicha solucion a un ndmero finito de sumas, es decir,

considerar un nimero finito de raices ;.

Respecto a la exactitud de la solucion analitica encontrada, se han comparado los perfiles de
concentracion y curvas de ruptura obtenidos a partir de la solucion analitica aproximada a dos términos,
con respecto a los reportados por Rosen (1952) y Liaw, et al. (1979), presentando desviaciones
minimas para valores del parametro de longitud de lecho de Rosen, X mayores a 2; sin embargo se
comienzan a presentar desviaciones importantes (mucho mayores al 5%) cuando X <2, es decir para
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CAPÍTULO 5

CONCLUSIONES

Se ha obtenido una solución analítica de un modelo de separación cromatográfica, la cual está expresada en términos de sumas anidadas cuyo número de sumandos depende del número de raíces a calcular. Dado que tales raíces son calculadas mediante la solución de una ecuación que contiene una función trigonométrica, el número de raíces (y por lo tanto el número de términos de la suma) tiende a infinito.
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, no es necesario utilizar ninguna rutina numérica para poder evaluarla. Adicionalmente, la forma de la solución completa es de tipo polinomial, y por lo tanto susceptible de ser analizada en términos de las variables  y Z, así como de los efectos de las raíces j; de hecho, aunque resulte impráctico resolver la solución completa, lo cual implicaría evaluar todos los términos de las sumas infinitas, es posible truncar dicha solución a un número finito de sumas, es decir, considerar un número finito de raíces j. 
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; por ello, se han hecho comparaciones entre los resultados calculados a partir de la solución analítica aproximada con uno y dos términos, obteniendo mejores resultados con la aproximación de dos raíces, por lo que se espera que al incrementar el número de raíces aumente la exactitud de la solución, aunque con ello también se incrementen los tiempos de cálculo. No obstante, lo anterior se puede compensar con el hecho de que la solución analítica, al ser una función matemática, puede ser analizada a fin de obtener aproximaciones, y casos límite que pudieran llevar a hacer más eficientes los algoritmos involucrados.

CAPÍTULO 6

TRABAJO FUTURO

Posibles trabajos a seguir respecto a este tema


· Aplicar la metodología empleada en el capítulo 3, a fin de encontrar la solución para una alimentación del tipo pulso infinito. Ello es importante si se reconoce que a partir de esta alimentación es posible encontrar la solución para cualquier otro tipo de alimentación, ya que la complicación asociada con el cambio de la condición de frontera a la entrada de la columna (en el modelo), radica en encontrar la convolución del producto de la solución del pulso infinito por la condición de frontera en cuestión, como sigue:
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 es la concentración adimensional para un pulso infinito en el dominio del tiempo y cuya transformada inversa, a resolver, es:
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· La solución analítica encontrada en el presente trabajo está en función de una suma infinita cuyos términos son funciones de sumas anidadas; los resultados presentados en el capítulo 4 fueron obtenidos al aproximar dicha solución al considerar únicamente uno y dos términos de la serie. Sin embargo existen condiciones bajo las cuales la predicción de las curvas de ruptura es inexacta, para lo cual se requiere considerar más de dos términos en la serie.

A fin de comprender mejor el comportamiento de la solución encontrada, y su efectividad en la predicción de las curvas de ruptura, se propone evaluar la solución considerando tres y cuatro términos de la serie. Adicionalmente es recomendable realizar un estudio y análisis detallado del comportamiento de dicha solución con respecto a los diferentes parámetros de los cuales depende, para así obtener las condiciones bajo las cuales sea factible simplificar dicha solución.


· A pesar de los avances obtenidos hasta el momento, la solución analítica encontrada en el presente trabajo es aún difícil de evaluar; por ello, se desea buscar una simplificación de dicha solución, para lo cual se propone analizar el comportamiento de las series involucradas a fin de saber si estas series convergen a una función conocida, o bien compararlas con las series existentes (por ejemplo las de Bessel) y en caso de que no estén reportadas, estudiar sus propiedades. 

· Una de las consideraciones principales que se han llevado a cabo para la obtención de este modelo, es el hecho de trabajar con isotermas lineales de adsorción, lo cual, para una gran cantidad de separaciones cromatográficas, resulta aceptable si se considera que las concentraciones manejadas en éstas son muy pequeñas, por lo cual se puede obtener una buena descripción del equilibrio de adsorción mediante una relación lineal. 


Sin embargo, sería interesante averiguar si es posible utilizar los resultados encontrados en el presente trabajo para optimizar los algoritmos numéricos empleados para resolver modelos más complicados, en los que se involucran cinéticas no lineales, a partir de la localización de la zona de transferencia de masa, como lo proponen Ochoa, et al., (1996).
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valores de 8 >1.5; por ello, se han hecho comparaciones entre los resultados calculados a partir de la
solucion analitica aproximada con uno y dos términos, obteniendo mejores resultados con la
aproximacion de dos raices, por lo que se espera que al incrementar el nimero de raices aumente la
exactitud de la solucion, aunque con ello también se incrementen los tiempos de célculo. No obstante,
lo anterior se puede compensar con el hecho de que la solucion analitica, al ser una funcion
matematica, puede ser analizada a fin de obtener aproximaciones, y casos limite que pudieran llevar a

hacer mas eficientes los algoritmos involucrados.
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CAPITULOG6

TRABAJO FUTURO

Posibles trabajos a seguir respecto a este tema

Aplicar la metodologia empleada en el capitulo 3, a fin de encontrar la solucién para una
alimentacion del tipo pulso infinito. Ello es importante si se reconoce que a partir de esta
alimentacion es posible encontrar la solucion para cualquier otro tipo de alimentacion, ya que la
complicacion asociada con el cambio de la condicidn de frontera a la entrada de la columna (en el
modelo), radica en encontrar la convolucion del producto de la solucion del pulso infinito por la

condicion de frontera en cuestion, como sigue:
Uy (Z7)=] f(z=x) U7 (x)dx (6.1)

o0

donde: f(z) es la condicién de frontera, en tanto que U7 (x)=U; (z‘)‘ _ es la concentracion

adimensional para un pulso infinito en el dominio del tiempo y cuya transformada inversa, a

resolver, es:

Ur (s) =exp{—[%5(s)+0—i/sﬂ (6.2)

La solucién analitica encontrada en el presente trabajo esta en funcion de una suma infinita cuyos
términos son funciones de sumas anidadas; los resultados presentados en el capitulo 4 fueron
obtenidos al aproximar dicha solucion al considerar Gnicamente uno y dos términos de la serie. Sin
embargo existen condiciones bajo las cuales la prediccion de las curvas de ruptura es inexacta, para

lo cual se requiere considerar mas de dos términos en la serie.
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A fin de comprender mejor el comportamiento de la solucion encontrada, y su efectividad en la
prediccion de las curvas de ruptura, se propone evaluar la solucién considerando tres y cuatro
términos de la serie. Adicionalmente es recomendable realizar un estudio y analisis detallado del
comportamiento de dicha solucién con respecto a los diferentes parametros de los cuales depende,

para asi obtener las condiciones bajo las cuales sea factible simplificar dicha solucion.

e A pesar de los avances obtenidos hasta el momento, la solucién analitica encontrada en el presente
trabajo es aun dificil de evaluar; por ello, se desea buscar una simplificacion de dicha solucién, para
lo cual se propone analizar el comportamiento de las series involucradas a fin de saber si estas
series convergen a una funcién conocida, o bien compararlas con las series existentes (por ejemplo

las de Bessel) y en caso de que no estén reportadas, estudiar sus propiedades.

e Una de las consideraciones principales que se han llevado a cabo para la obtencion de este modelo,
es el hecho de trabajar con isotermas lineales de adsorcion, lo cual, para una gran cantidad de
separaciones cromatogréaficas, resulta aceptable si se considera que las concentraciones manejadas
en éstas son muy pequefias, por lo cual se puede obtener una buena descripcion del equilibrio de

adsorcion mediante una relacion lineal.

Sin embargo, seria interesante averiguar si es posible utilizar los resultados encontrados en el
presente trabajo para optimizar los algoritmos numéricos empleados para resolver modelos mas
complicados, en los que se involucran cinéticas no lineales, a partir de la localizacion de la zona de

transferencia de masa, como lo proponen Ochoa, et al., (1996).
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APENDICE

A.- Transformadas utilizadas en el presente trabajo®

a) Definicion de transformada de Laplace
Z{t(e)}=[e%t(r)dr (A1)

b) Definicion de transformada inversa de Laplace

(= ~ 1 o+io _
4 {F(s)}—z—mo_fmes‘F(s)ds (A2)
c) Transformadas inversas de:
S {1} =1 (A.3)
S
e—bs
g—l {T} = //JZ/(T—b) (A4)
g—l 1 _ Tjileiair (A 5)
(s+a)' ] (I-1) |
d) Segundo teorema de desplazamiento.
ol = f(r—b) t>b
ZHe™F(s)l = A6
{ ( )} { 0 t<b (A6)

> Esta seccion se ha fundamentado en las siguientes referencias: Churchill, (1972); y, Spiegel, et al., (2000).
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APÉNDICE 


A.- Transformadas utilizadas en el presente trabajo


a) Definición de transformada de Laplace
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(A.1)


b) Definición de transformada inversa de Laplace
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c) Transformadas inversas de:
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d) Segundo teorema de desplazamiento. 
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e) Para funciones 
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f) Fórmula de descomposición de Heaviside.
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(A.8)


g) Fórmula para el cálculo de transformadas inversas para polos repetidos.
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h) Teorema de convolución
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B.- Formulas adicionales

1.- Desarrollo en series de Taylor de la función exponencial:
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2.- Desarrollo de un producto de binomios:
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3.- Desarrollo de Leibniz para la derivada de orden m de un producto de dos funciones:
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Para un producto de n funciones:
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donde: 
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 es el operador derivada de orden m.

4.- Algunas igualdades utilizadas en el capítulo 3, referentes al manejo de series infinitas:
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C.- Justificación de los dominios de los parámetros adimensionales 


A fin de comparar los resultados obtenidos en el presente trabajo contra los reportados en la literatura, se han acotado los dominios de los parámetros adimensionales , , y ,  presentados en la tabla 4.1, con base a los parámetros X, Y/X, y /X  reportados por Rosen (1954), quien, a su vez justifica dicho acotamiento con base a observaciones experimentales. No obstante, la presente sección tiene como finalidad justificar con más detalle el empleo de tales valores.


Típicamente, los datos característicos de que se dispone para definir una columna de adsorción de lecho fijo o columna cromatográfica son: longitud de la columna, L, radio de la columna, Rc, flujo volumétrico y por lo tanto velocidad de flujo dentro de la columna, , porosidad del lecho , tamaño de las partículas Rp, cuyos valores característicos para columnas cromatográficas se presentan resumidas en la tabla C.1. Adicionalmente, se requieren las constantes de: equilibrio K, difusividad efectiva, Deff, y coeficiente de transferencia de masa, kf, cuyos valores son de difícil predicción. No obstante, en muy diversas referencias, se han reportado algunos órdenes de magnitud característicos de difusividades, DAB, para sólidos, líquidos y gases [Fogler, 2001], así como correlaciones para la estimación de difusividades efectivas y coeficientes de transferencia de masa [Schneider, et al., 1968; Hsu, et al., 1987; Bird, et al.,  2002].

Por lo anterior es posible obtener estimados de órdenes de magnitud de los parámetros adimensionales de: longitud de lecho, , resistencia de película, , y relación de distribución,  , característicos de las columnas cromatográficas; no obstante, tales ordenes de magnitud presentan una variabilidad amplia debido a que los valores de los coeficientes:  Deff, kf, y K, también son amplios. A fin de facilitar el análisis de los órdenes de magnitud, estos se realizarán (a groso modo) con base a las observaciones encontradas en la literatura, tanto desde el punto de vista de validez de las restricciones impuestas al modelo como de las condiciones típicas de operabilidad de la columna.

Tabla C.1.- Intervalos característicos estimados de las variables de operación de columnas cromatográficas
.


		Variables y Parámetros 

		Intervalos

		Comerciales



		

		Empacada

		Capilar

		HPLC

		Capilar

		HPLC



		FE. Partículas Dp, (m

		10 y 100 

		----

		5 - 10 

		Espesor de la película: 0.25,  0.5, 1, 1.4, 1.8, 3, 5

		3, 5 , 7, 10, 15 



		Columna:


Longitud, L (m)

Diámetro, D (mm)

		L = 0.5-5


Dc = 3-6*

		5-100

0.1-0.5

		0.125 - 0.6


3.0 – 7.8

		15, 30, 60

0.25, 0.32

		L = 150, 250, 600 mm

D = 3.2, 4.6, 7.8 10 mm



		Flujo (ml/min)


(0.1-10)

		5-30*

		0.5-3

		4-10

		1-3*

		0.6,  1.0, 1.5, 

2.0, 6.0



		Velocidad

 (cm/s)

		1-7

		25-106 

		0.35-2.5

		20, 38, 

40, 65

		0.1-0.3-0.8-3.2



		Relación /L , (s-1)


L / , (s)

		0.002-0.14

7-500

		0.0025-0.392


2.5-16.7-400

		0.0058-0.075


13.33-172.4

		0.003-0.043

23-333.3

		0.004-0.8

1.25-250



		Porosidad, (

**




		Alúmina

		0.7-0.77

		Nota: Comúnmente el análisis por CG se completa en 10 min. A altas presiones en seg.



		

		Sílica gel

		0.5-0.65

		



		

		Carbón activado

		0.71

		





La primera restricción importante en el modelo, es el considerar que el efecto de dispersión axial es despreciable, lo cual es válido cuando el Pe es muy alto: Pe >1000, lo cual depende de la relación entre el largo y ancho de la columna; para la mayoría de adsorbedores de lecho fijo se tiene que: 
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, para lo cual el efecto de dispersión axial puede ser ignorado [Serna, 1990]. Sin embargo, aunque en el caso de las columnas cromatográficas esta relación se cumple (de acuerdo con la tabla C.1), se ha encontrado que en muy diversos trabajos experimentales [Montesinos, et al., 2004], la dispersión axial es muy importante.

Otra consideración importante es el suponer que la adsorción puede ser representada mediante una relación lineal, esta se justifica considerando que las concentraciones de soluto utilizadas en las operaciones cromatográficas son muy bajas, por lo que pueden ser situadas en la región lineal de cualquier tipo de isoterma [Tejeda, et al., 1995]. Dado que la consideración de una isoterma lineal no se debe precisamente a que los órdenes de magnitud de K sean muy elevados y por otra parte, dado a la posible variabilidad de sus valores, en el presente trabajo se han considerado órdenes de magnitud entre 0.1-10000.

Por otra parte, Rosen (1954) estableció, a partir de datos experimentales, que  el parámetro de longitud de lecho comprendido entre los valores de: 
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 cubren la mayor parte de los casos de interés para columnas de adsorción de lecho empacado; esta información conduce a deducir que los ordenes de los parámetros de resistencia de película y de longitud de lecho  deben  estar acotados en los siguientes intervalos:
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Más tarde, Raghavan y Ruthven (1983), afirmarían que generalmente los adsorbedores de lecho fijo operan a condiciones tales que el número de Sherwood se encuentra en el intervalo: 
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; además para los sistemas en los que el mecanismo principal de difusión intra-partícula  esta dada por la difusión molecular, entonces la difusividad efectiva se puede calcular a partir de la siguiente ecuación:
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donde: DA es la difusividad molecular, p es la porosidad de la partícula, y t es la tortuosidad; es posible relacionar el número de Sherwood con el parámetro de longitud de lecho mediante:
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(C.4)

De la ecuación anterior es posible expresar al Sherwood en función del parámetro de resistencia, y considerando que el orden de magnitud de la razón entre la tortuosidad t, y porosidad de la partícula p, para casos prácticos es de: 
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 [Raghavan N. S. y Ruthven D. M., 1983] entonces es posible afirmar: 
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(C.5)

A fin de que la ecuación (C.5) este en acuerdo con la desigualdad dada por (C.2) es necesario que los valores de la constante de equilibrio cumplan: 
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. Esta última desigualdad proporciona también los valores del parámetro de relación de distribución: , los cuales, considerando una porosidad de 
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, oscilan entre: 
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 (aproximadamente). No obstante, aunque se han reportado diversos trabajos respecto a columnas de adsorción y cromatográficas en los que las condiciones de operación caen en los intervalos mencionados con anterioridad, estos no son restrictivos, ya que se han reportado trabajos [Serna, et al., 1992] en donde se utilizan relaciones de distribución del orden de:  
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Se han revisado los dominios de los parámetros: , , y   con respecto a los criterios proporcionados en la literatura. A continuación se hará una estimación de órdenes de magnitud de las constantes K, Deff, y kf, con base a los intervalos utilizados en el presente trabajo y a los datos reportados en la tabla C.1; a partir del parámetro de longitud de lecho , y tomando los valores extremos de la relación 
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cm, se obtiene:
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Siguiendo el procedimiento anterior para diferentes órdenes de magnitud de la relación: 
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  y el radio de partícula, es posible obtener una serie de intervalos para el producto: 
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 que se presentan en la tabla C.2.
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Considerando, a partir de la ecuación (C.5), que los valores de la constante de equilibrio están dados en el orden: 10-1-104  y considerando que algunos valores de la difusividad efectiva Deff, utilizadas en columnas de lecho empacado varían entre 10-7-10-6, es posible obtener los siguientes estimados: 
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cm2/s. Comparando el intervalo anterior con los mostrados en la tabla C.2, es posible ver que la consideración de: 
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 solo puede satisfacerse para radios de partículas mayores a 10-3 cm, y preferentemente para valores en los que la relación 
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 s-1. Adicionalmente se debe cumplir que 
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cm2/s, de lo contrario: 

[image: image48.wmf]5


10


q


-


:


, caso que no ha sido contemplado en este trabajo y que sale del dominio propuesto por Rosen (1954). Para poder satisfacer el intervalo 
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 para los demás casos presentados en la tabla C.2, sería necesario considerar que:  
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 cm2/s, lo cual es poco factible. Por lo anterior sería conveniente considerar, pese al criterio establecido en la ecuación (C.1), los casos en los que:  
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A fin de estimar los valores del coeficiente de transferencia de masa se hará un procedimiento análogo al desarrollado con el parámetro  ,  pero ahora a partir del parámetro de relación de distribución  y de los datos presentados en la tabla C.1.

Para: 
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De manera similar se obtienen el resto de estimaciones de 
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, para diferentes valores del radio de la partícula Rp y de la longitud de la columna L; tales estimaciones se presentan en la tabla C.3.

Tabla C.3.- Estimaciones del la razón 
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 a partir de valores característicos de: Rp, y K, para columnas cromatográficas
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Considerando que las difusividades efectivas están entre: 
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 y el intervalo utilizado en el presente trabajo: 
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, entonces el coeficiente de transferencia de masa debe estar entre: 
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; aunque en diversos artículos se reportan coeficientes de transferencia de masa de: 
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. Por lo anterior es posible afirmar que el intervalo: 
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 abarca los casos típicos de columnas cromatográficas.














Tabla C.2.- Estimaciones del producto DeffK a partir de valores característicos de: Rp, L y , para columnas cromatográficas.















�  Esta sección se ha fundamentado en las siguientes referencias: Churchill, (1972); y, Spiegel, et al., (2000).



� Los datos de esta tabla fueron tomados de: McNair, 1981. Excepto: * Datos comunes; ** Do, (1998); Comerciales: Catálogo Phenomenex.
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Casa abierta al tiempo Apéndl ce

e) Para funciones If(s) no multivaluadas, se tiene que [Rice et al., 1995]:

U]'iw e"F(s)ds= SBC e“F(s)ds (A7)

o-iw

f) Formula de descomposicion de Heaviside.

? {Q(S)} 23@) A9

k=1

g) Formula para el calculo de transformadas inversas para polos repetidos.

gl{(F(s) }: 1 d™ (e F(9)) ! mzl(m—lj[dmlh(esr) dh(lf(s))]

s-a)" (m-1)! ds™* (m-1)!&=\ h ds™ " ds"

s=a S=a

L z'mfh dh_l(lf(S))
_ ¥ A9
© ;(h—l)!(m—h)!{ | (A9)
h) Teorema de convolucion
:Z‘l{lf(s)*é(s)}:jf(u)g(r—u)du (A.10)
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B.- Formulas adicionales

1.- Desarrollo en series de Taylor de la funcion exponencial:
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Casa abierta al tiempo Apéndl ce

2.- Desarrollo de un producto de binomios:

[1+a][1+a,][1+a]---[1+4,] 1+Zakl+ZZaklak+

=1 k=L ky=ki+1
ZZ Zn:aklakak_'_ +ZZ Z Z aa, +1_[ak (B.2)
k=1 Ky=k +1 kg=kp+1 k=1 ko=ki+1 Ky =K, 5+l Ky =k ,+1

3.- Desarrollo de Leibniz para la derivada de orden mde un producto de dos funciones:

3

D" (1, fz)=(?J(DOfl)(Dmfz)J{lj(lel)(Dm1f2)+(r2n](D2fl)(Dm2f2)+--~+(m(Dmf1)(D°f2)
D"(f,f,)= Zm:Uan(D"l f,)(D""1,) = Zm:(m(om‘“l f,)(D"1,) (B.3)

hy=0 \ 1 hy =0

Para un producto de n funciones:

o e T N

h=0 h,=0
m

donde: D™ = ; — es el operador derivada de orden m.
X

4.- Algunas igualdades utilizadas en el capitulo 3, referentes al manejo de series infinitas:

X e (B.5)
m— m!
MZ—’chm i ym—l—h "f Xm+1 i ym—h
Xz _ (B.6)
emd ] s (m-1-h)! e (m+1)! - (m-h)!
Zm: Ny (B.7)
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Cas abierta al lempo Apéndice

C.- Justificacién de los dominios de los parametros adimensionales

A fin de comparar los resultados obtenidos en el presente trabajo contra los reportados en la literatura,
se han acotado los dominios de los parametros adimensionales ¢, 6, y w, presentados en la tabla 4.1,
con base a los pardmetros X, Y/X, y v/X reportados por Rosen (1954), quien, a su vez justifica dicho
acotamiento con base a observaciones experimentales. No obstante, la presente seccién tiene como

finalidad justificar con mas detalle el empleo de tales valores.

Tipicamente, los datos caracteristicos de que se dispone para definir una columna de adsorcion de lecho
fijo o columna cromatografica son: longitud de la columna, L, radio de la columna, R, flujo
volumétrico y por lo tanto velocidad de flujo dentro de la columna, v, porosidad del lecho &, tamafio
de las particulas R, cuyos valores caracteristicos para columnas cromatograficas se presentan
resumidas en la tabla C.1. Adicionalmente, se requieren las constantes de: equilibrio K, difusividad
efectiva, Det, y coeficiente de transferencia de masa, ki, cuyos valores son de dificil prediccion. No
obstante, en muy diversas referencias, se han reportado algunos 6rdenes de magnitud caracteristicos de
difusividades, Dag, para solidos, liquidos y gases [Fogler, 2001], asi como correlaciones para la
estimacion de difusividades efectivas y coeficientes de transferencia de masa [Schneider, et al., 1968;
Hsu, et al., 1987; Bird, et al., 2002].

Por lo anterior es posible obtener estimados de 6rdenes de magnitud de los parametros adimensionales
de: longitud de lecho, @, resistencia de pelicula, ¢, y relacion de distribucion, y , caracteristicos de las
columnas cromatograficas; no obstante, tales ordenes de magnitud presentan una variabilidad amplia
debido a que los valores de los coeficientes: De«t, ki, Y K, también son amplios. A fin de facilitar el
analisis de los ordenes de magnitud, estos se realizaran (a groso modo) con base a las observaciones
encontradas en la literatura, tanto desde el punto de vista de validez de las restricciones impuestas al
modelo como de las condiciones tipicas de operabilidad de la columna.
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Tabla C.1.- Intervalos caracteristicos estimados de las variables de operacion de columnas
cromatogréficas®.

Variables y Intervalos Comerciales
Parametros Empacada Capilar HPLC Capilar HPLC
FE P | Espesor de la
. Particulas pelicula: 0.25,
Dy, pam 10y 100 5-10 051 14, 18 3,5,7,10,15
3,5
Columna: L = 150, 250,
3 — 600 mm
Longitud, L (m) L=0.5-5 5-100 0.125-0.6 15, 30, 60 D=32 46 78
Diametro, D (mm) | D.= 3-6* 0.1-0.5 3.0-7.8 0.25, 0.32 Toe O
10 mm
Flujo (ml/min) - - 0.6, 1.0, 1.5,
(0.1-10) 5-30 0.5-3 4-10 1-3 2.0, 6.0
Velocidad 20, 38,
v, (cms) 1-7 25-106 0.35-2.5 40, 65 0.1-0.3-0.8-3.2
Relacién v/L , (s*) | 0.002-0.14 | 0.0025-0.392 | 0.0058-0.075 | 0.003-0.043 0.004-0.8
L/v,(s) 7-500 2.5-16.7-400 13.33-172.4 23-333.3 1.25-250
Porosidad, ¢ Allmina 0.7-0.77 Nota: Comdnmente el anélisis por
*k Silica gel 0.5-0.65 CG se completa en 10 min. A altas
Carbon activado 0.71 presiones en seg.

La primera restriccion importante en el modelo, es el considerar que el efecto de dispersion axial es
despreciable, lo cual es valido cuando el Pe es muy alto: Pe >1000, lo cual depende de la relacion entre

el largo y ancho de la columna; para la mayoria de adsorbedores de lecho fijo se tiene que: L/D, >5,

para lo cual el efecto de dispersion axial puede ser ignorado [Serna, 1990]. Sin embargo, aungue en el
caso de las columnas cromatograficas esta relacion se cumple (de acuerdo con la tabla C.1), se ha
encontrado que en muy diversos trabajos experimentales [Montesinos, et al., 2004], la dispersion axial

es muy importante.

Otra consideracion importante es el suponer que la adsorcion puede ser representada mediante una

relacion lineal, esta se justifica considerando que las concentraciones de soluto utilizadas en las

® Los datos de esta tabla fueron tomados de: McNair, 1981. Excepto: * Datos comunes; ** Do, (1998); Comerciales:
Catalogo Phenomenex.
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operaciones cromatograficas son muy bajas, por lo que pueden ser situadas en la region lineal de
cualquier tipo de isoterma [Tejeda, et al., 1995]. Dado que la consideracion de una isoterma lineal no
se debe precisamente a que los 6rdenes de magnitud de K sean muy elevados y por otra parte, dado a la
posible variabilidad de sus valores, en el presente trabajo se han considerado 6rdenes de magnitud entre
0.1-10000.

Por otra parte, Rosen (1954) establecio, a partir de datos experimentales, que el pardmetro de longitud
de lecho comprendido entre los valores de: 0< X =3/0 <40, asi como 0< v/X = 0/(3(,/5) <0.2 cubren
la mayor parte de los casos de interés para columnas de adsorcion de lecho empacado; esta informacion

conduce a deducir que los ordenes de los parametros de resistencia de pelicula y de longitud de lecho

deben estar acotados en los siguientes intervalos:

3
—<40 C1
40 (1)
1 3 1 1
0<=<—(02) > 0<=<8 = =< C2

Mas tarde, Raghavan y Ruthven (1983), afirmarian que generalmente los adsorbedores de lecho fijo
operan a condiciones tales que el numero de Sherwood se encuentra en el intervalo: 2<Sh<50;
ademas para los sistemas en los que el mecanismo principal de difusion intra-particula esta dada por la

difusion molecular, entonces la difusividad efectiva se puede calcular a partir de la siguiente ecuacion:

D, =—® (C.3)

donde: S es la difusividad molecular, &, es la porosidad de la particula, y = es la tortuosidad; es

posible relacionar el numero de Sherwood con el pardmetro de longitud de lecho mediante:

|1
L) c4
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De la ecuacién anterior es posible expresar al Sherwood en funcion del parametro de resistencia, y

considerando que el orden de magnitud de la razén entre la tortuosidad =, y porosidad de la particula

&p, para casos practicos es de: Q(rt /gp) ~10 [Raghavan N. S. y Ruthven D. M., 1983] entonces es

posible afirmar:

Sh:2K¢(?J = Doy (C5)
t

A fin de que la ecuacién (C.5) este en acuerdo con la desigualdad dada por (C.2) es necesario que los
valores de la constante de equilibrio cumplan: K <2000. Esta dltima desigualdad proporciona también
los valores del parametro de relacion de distribucion: , los cuales, considerando una porosidad de
£~0.3, oscilan entre: <4670 (aproximadamente). No obstante, aunque se han reportado diversos
trabajos respecto a columnas de adsorcion y cromatogréaficas en los que las condiciones de operacién
caen en los intervalos mencionados con anterioridad, estos no son restrictivos, ya que se han reportado

trabajos [Serna, et al., 1992] en donde se utilizan relaciones de distribucion del orden de:  ~10000.

Se han revisado los dominios de los parametros: w, 6,y ¢ con respecto a los criterios proporcionados
en la literatura. A continuacion se hara una estimacion de ordenes de magnitud de las constantes K, De,
y ki, con base a los intervalos utilizados en el presente trabajo y a los datos reportados en la tabla C.1; a

partir del pardmetro de longitud de lecho 6, y tomando los valores extremos de la relacion

v/L~107s™ y del radio de particula R, ~10~*cm, se obtiene:

102 <o<10: o= ~10°(104) 0430| —=— |=10"0[ —=— | = 10%<KD, <10° cm/s
LD, K | KDy | KD,

Siguiendo el procedimiento anterior para diferentes drdenes de magnitud de la relacién: v/L 'y el radio
de particula, es posible obtener una serie de intervalos para el producto: D, K que se presentan en la

tabla C.2.
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Tabla C.2.- Estimaciones del producto De«K a partir de valores caracteristicos
de: Rp, L y v, para columnas cromatograéficas.

R, (cm) v/L(s?) D, K (cm?/s)
10 107 1074-107
10 1072 10™-10®
10* 10 10"°-10”
107 107 10"°-10”
107 107 10°-10°
107 10™ 108-10°

Considerando, a partir de la ecuacion (C.5), que los valores de la constante de equilibrio estan dados en
el orden: 10™-10* y considerando que algunos valores de la difusividad efectiva De, utilizadas en

columnas de lecho empacado varian entre 107-10°, es posible obtener los siguientes estimados:

10° <KD, <107?cm?/s. Comparando el intervalo anterior con los mostrados en la tabla C.2, es

posible ver que la consideracion de: 10 <6 <10 solo puede satisfacerse para radios de particulas
mayores a 10° cm, y preferentemente para valores en los que la relacién v/L~10" s,
Adicionalmente se debe cumplir que D K <107 cm?/s, de lo contrario: 6 ~107°, caso que no ha sido
contemplado en este trabajo y que sale del dominio propuesto por Rosen (1954). Para poder satisfacer
el intervalo 102 <6 <10 para los demas casos presentados en la tabla C.2, seria necesario considerar

que: D, <10° cm?/s, lo cual es poco factible. Por lo anterior seria conveniente considerar, pese al

criterio establecido en la ecuacién (C.1), los casos en los que: 6 < %

A fin de estimar los valores del coeficiente de transferencia de masa se hara un procedimiento analogo
al desarrollado con el parametro &, pero ahora a partir del pardmetro de relacion de distribucion ¢y de

los datos presentados en la tabla C.1.
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k
Para: 10 < ¢ <10° se tiene: O(¢) ZQ[KRprJ: 10°® xQ( K, /Ddf) = 10° <k /Dy <10° cm™

eff

De manera similar se obtienen el resto de estimaciones de k; /D, , para diferentes valores del radio de

la particula R, y de la longitud de la columna L; tales estimaciones se presentan en la tabla C.3.

Tabla C.3.- Estimaciones del la razén k; /Dy, a partir de valores caracteristicos
de: Rp, y K, para columnas cromatogréficas

Ry (cm) K K¢ /Dy (€m™)
10 10 10°-10°
10* 102 10'-10*
10 10° 1-10°
10°® 10 10-10*
10 102 1-10°
107 10° 1010

Considerando que las difusividades efectivas estan entre: 107 <D, <107 cmz/s y el intervalo

utilizado en el presente trabajo: 10" < ¢ <107, entonces el coeficiente de transferencia de masa debe

estar entre: 10°° <k, <10™*cm/s; aunque en diversos articulos se reportan coeficientes de transferencia

de masa de: 10 <k, <10”*cm/s. Por lo anterior es posible afirmar que el intervalo: 10 < ¢ <10°

abarca los casos tipicos de columnas cromatograficas.
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NOMENCLATURA

A Avrea transversal de la columna empacada, m?.

2] cos(ar;) - sen(a;)/ ;|

A= (p+1)cos(a,)—(p—1—a’)sen(a,) [,

variable adimensional dependiente de la raiz «

]

incluida en la solucidn analitica dada por (3.2.82).

B, =3¢y A : Variable adimensional utilizada en la ecuacion (3.2.82).

b :%: Variable adimensional dependiente de la posicién Z, ecuacion (3.2.82).
C = afBj b: Variable adimensional de la ecuacion (3.2.82).

C: Concentracién del soluto en el fluido, mol/m®,

Co: Concentracion del soluto en el medio poroso, mol/m®.

Co: Concentracién del soluto alimentado al cromatégrafo, mol/m?®,
D, : Dispersion axial, m?/s.

Deft ! Difusividad efectiva, m?/s.

K: Constante de equilibrio efectiva.

Keg': Constante de adsorcion.

ke : Coeficiente de transferencia de masa, m/s.

L: Longitud de lecho, m.

Pe=vL/D, : Namero de Peclet.

q: Concentracion de soluto adsorbida en la superficie del sélido, mol/m®.
R: Resistencia (en el balance de material).

r. Distancia radial desde el centro de las particulas esféricas, m.
Ry: Radio de la particula, m.

S: Parametro de Laplace

t: Tiempo, s.

Us : Concentracion adimensional del soluto en el fluido.

Up: Concentracion adimensional del soluto en el medio poroso.
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Variable adimensional de la ecuación (3.2.82).


Cf : 
Concentración del soluto en el fluido, mol/m3.


Cp : 
Concentración del soluto en el medio poroso, mol/m3.


C0 : 
Concentración del soluto alimentado al cromatógrafo, mol/m3.


DL : 
Dispersión axial, m2/s.


Deff : 
Difusividad efectiva, m2/s.


K : 
Constante de equilibrio efectiva.


Keq : 
Constante de adsorción.


kf : 
Coeficiente de transferencia de masa, m/s.


L: 
Longitud de lecho, m.
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Número de Peclet.


q : 
Concentración de soluto adsorbida en la superficie del sólido, mol/m3.


R : 
Resistencia (en el balance de material).


r : 
Distancia radial desde el centro de las partículas esféricas, m.


Rp : 
Radio de la partícula, m.


s : 
Parámetro de Laplace


t : 
Tiempo, s. 


Uf : 
Concentración adimensional del soluto en el fluido.


Up: 
Concentración adimensional del soluto en el medio poroso.


V: 
Volumen de una sección transversal de la columna empacada, m3.
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Velocidad promedio del fluido, m/s.
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Parámetro de longitud de lecho de Rosen. 
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Parámetro de tiempo de Rosen.
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Posición axial adimensional.


z: 
Posición axial, m.


j : 
Raíz j.


 : 
Fracción hueca en del lecho empacado.


p : 
Fracción hueca en de las partículas poroso.


 
Radio adimensional.
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Relación de fracciones volumétricas de fluido (en la partícula porosa) sobre la del sólido.
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V. Volumen de una seccién transversal de la columna empacada, m°.
L Velocidad promedio del fluido, m/s.
3D Kz )
X :Eﬁ—z: Parametro de longitud de lecho de Rosen.
noR;
Y=2D4 (t-2/0)/R : Parametro de tiempo de Rosen.
Z=1z/L: Posicion axial adimensional.
z Posicion axial, m.
o Raiz j.
£ Fraccion hueca en del lecho empacado.
& Fraccion hueca en de las particulas poroso.
E: Radio adimensional.
n= g/(l—g) Relacion de fracciones volumétricas de fluido (en la particula porosa)
sobre la del sélido.
k.R : . ]
g=—"2: Parametro de resistencia de pelicula.
D, K
LR’ .
0= o7 _ 3 : Parametro de longitud de Lecho.
LD4K  X|,
7=Dgt/ Rﬁ: Tiempo adimensional (de contacto).
7, Tortuosidad.
w=K/n: Relacion de distribucion.
v=1¢: Parametro de resistencia de pelicula de Rosen.
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