AT

Casa ablerta al tiempo
L“\TVR\M AUTONGHA fETROPOLTﬁfé\

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA -IZTAPALAPA
DIVISION DE CIENCIAS BASICASE INGENIERIA

ENFOQUE POLINOMIAL DE LA
ESTABILIDAD DE ECUACIONES EN
" DIFERENCIAS FINITAS

Tesis que presenta
Blanca Leticia Hernandez Galvan
Para obtener el grado de
Maestra en Ciencias Matematicas

Asesor: Baltazar Aguirre Hernandez

i uim/
éct ﬂuWencia

Secretario: Baltazar Aguirre Hernandez

Jurado calificador:
Presidente: Lorenz

Vocal: Moisés Bonilla Estrada

México, D.F. Junio 2015




A la vida

y a los que forman parte de ella.



Agradecimientos

Agradezco al Profesor Baltazar Aguirre Hernandez por haber aceptado la direccion de
esta tesis de maestria. Su apoyo y confianza en mi han sido un aporte invaluable para el
desarrollo de este trabajo.

Gracias a los profesores: Hector Juaréz Valencia y Moisés Bonilla por todo el tiempo in-
vertido en la revision de esta tesis y por los valiosos comentarios y sugerencias que ayudaron

a mejorar el presente trabajo.

A mis padres Leticia y Alberto que siempre han creido en mi. A mis hermanos Pedro,
Fanny, Thalia y a mi sobrina Samantha, por ser parte fundamental en mi vida.

Gracias a mis companeros y amigos por formar parte de esta aventura.
Gracias Juan, por simplemente estar ahi.

Agracezco al CONACYT por la beca otorgada a lo largo del programa de maestria.

IIT






Indice general

Dedicatoria I
Agradecimientos I
Indice general A\
Introduccion 7
1. Estabilidad de esquemas en diferencias finitas 9
1.1. Solucién numérica de problemas con valores iniciales por diferencias finitas . 9
1.2. Consistencia, convergencia y estabilidad . . . . . .. .. ... ... ... .. 10
1.3. Anélisis de von Neumann . . . . . . . . .. . .. ... ... 14
1.4. Condiciones de estabilidad . . . . . . ... ... ... ... .. 17
1.5. Estabilidad para esquemas generales multipaso . . . . . . . . . ... .. ... 20
1.5.1. Estabilidad del esquema Leapfrog . . . . . .. ... ... ... ... .. 21

2. Polinomios 25
2.1. Polinomios con raices en el circulo unitario . . . . . . .. ... .. ... ... 25
2.2. Polinomio reducido . . . . . . ... 33
2.3. La teoria de los polinomios de Schur y de von Neumann . . . . . . . .. . .. 39

3. Ejemplos de la aplicacion de la teoria de los polinomios de Schur y de von

Neumann 47
3.1. Esquema leapfrog . . . . . . . ... 48
3.2. Esquema implicito para la ecuacion de calor . . . . . . . .. ... ... ... 48
3.3. Esquema Richardson . . . . . .. .. ... ... 50
3.4. Esquema Dufort-Frankel . . . . . ... ... ... 00 50
3.5. Esquema de Hadjidimos . . . . . . . . . . .. ... 51
3.6. Otros esquemas para la ecuacion de calor . . . . . . . . ... ... L. 53
3.7. Esquemas para ondas de sonido . . . . .. .. ..o 57

4. Estabilidad de ecuaciones en diferencias finitas para sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales 59
4.1. Estabilidad para aproximaciones en diferencias de un sistema hiperbdlico . . 61

A%



6

INDICE GENERAL

5. Conclusiones y perspectivas

6. Apéndice
6.1. Analisis de Fourier y relaciones de Parseval

6.2. Teorema de Kreiss . . . . . . . . . . . . ... ...

6.3. Criterios para la estabilidad de polinomios

Bibliografia

71




Introduccion

Un polinomio es polinomio de Schur si sus raices tienen moédulo menor que 1. Estos poli-

nomios son importantes en el estudio de la estabilidad de los métodos de diferencias finitas: si
el polinomio caracteristico de la corresondiente matriz resulta ser un polinomio de Schur en-
tonces se tendra estabilidad. Dada la existencia de bastantes resultados acerca de polinomios
de Schur, consideramos importante realizar un trabajo que trate los dos temas: polinomios
de Schur y métodos de diferencias finitas, con la finalidad de que en un futuro sea mejor
aprovechada la teoria de polinomios de Schur.
Otros polinomios con propiedades interesantes son los polinomios de von Neumann, los cuales
son importantes para el desarrollo de la teoria del mismo nombre que estudia la estabilidad
de los sistemas. Estudiaremos algunas propiedades de estos tipos de polinomios para pos-
teriormente aplicarla en el estudio aproximado de ecuaciones diferenciales parciales. Sobre
todo, en el capitulo 3 haremos notar lo valioso que resulta tener un conocimiento amplio de
las propiedades de polinomios de Schur y de von Neumann cuando se aplica el método de
diferencias finitas.

Los métodos de diferencias finitas son de los mas importantes métodos numéricos para re-
solver problemas aplicados de ecuaciones diferenciales parciales. Los datos de entrada deben
ser dados con la finalidad de obtener soluciones, por ejemplo, para ecuaciones diferenciales
parciales, los datos de entrada son los valores iniciales o condiciones de frontera. Estas ecua-
ciones y sus respectivas condiciones son utilizadas para obtener datos de un proceso fisico en
diferentes momentos del tiempo. Solo en un niimero muy pequeno de casos es posible obtener
una férmula explicita para la solucion del problema. Es aqui donde radica la importancia de
los métodos numéricos.

Un método numérico, en teoria, podria dar una buena aproximacion a la solucion del
problema, pero en la practica algunas veces se ira alejando de la solucion deseada ya que los
errores se podrian acumular de manera inestable. Es aqui donde entra el concepto de esta-
bilidad de una solucién de una ecuacién diferencial parcial: un dato de entrada con un error
pequeno conducirda unicamente a errores menores en la solucién. Los datos de entrada casi
siempre contienen errores, por ejemplo, los errores de las mediciones fisicas. Por lo tanto, en
el caso de una soluciéon numérica inestable de una ecuacién diferencial parcial se obtendran
soluciones con un gran error. Asi la estabilidad de una solucion numeérica es una condicién
necesaria para que la solucién sea una buena aproximacion de la solucién real.

7
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Uno de los primeros trabajos donde se introdujo la idea de estabilidad de una aproxima-
ci6én en diferencias finitas fue en el trabajo de Courant (1928). En este trabajo se mostraba
que no cualquier esquema de aproximaciéon converge, por lo que se requeria de una relacion
entre el tamano del paso en el tiempo y el tamano del paso en el espacio. Fue asi que la
nocion de estabilidad se introdujo sin usar el término estabilidad.

La presente tesis establece la relacién que hay entre la teoria de polinomios de Schur y
de von Neumann y la nocién de estabilidad en el método de diferencias finitas. Es decir el
analisis de la estabilidad en el método de diferencias finitas puede verse, en parte, como una
fuerte aplicacion de la teoria de polinomios de Schur y de von Neumann: si al emplear el
método de diferencias finitas el correspondiente polinomio resulta ser un polinomio de Schur
entonces podemos asegurar estabilidad. La misma conclusion se tiene si el polinomio es de
von Neumann y sus raices con modulo igual a 1 son simples.

La distribucién del trabajo, se da de la siguiente forma:

En el primer capitulo se presentan los elementos para iniciar el estudio de aproximaciones
en diferencias finitas, asi como los conceptos de convergencia, consistencia y estabilidad. Para
este ultimo se dan las primeras condiciones para garantizar la estabilidad de un sistema en
diferencias finitas.

En el capitulo 2, se presentan propiedades de polinomios con raices en la frontera de
estabilidad. En este trabajo hemos dedicado un buen espacio a exponer propiedades de po-
linomios de Schur y de von Neumann, pues pensamos que estas propiedades tienen todavia
potencial para obtener nuevo conocimiento en la aplicaciéon de Métodos de Aproximacién en
el estudio de ecuaciones diferenciales parciales.

En el capitulo 3 se analiza la estabilidad de algunos sistemas de diferencias finitas utili-
zando la teoria de los polinomios de Schur y de von Neumann.

En el capitulo 4, se hace un estudio de la estabilidad de sistemas en diferencias finitas
provenientes de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales.

En buena parte del trabajo, no se encontraron las demostraciones en la literatura por lo
que dichas demostraciones fueron realizadas durante el desarrollo de la tesis. Otras demos-
traciones estaban incompletas y se procedié a hacerlas mas detalladas.




Capitulo 1
Estabilidad de esquemas en
diferencias finitas

1.1. Soluciéon numérica de problemas con valores ini-
ciales por diferencias finitas

Comenzaremos nuestra discusion de esquemas en diferencias finitas definiendo una malla
de puntos en el plano (¢, x). Cuando aproximamos soluciones mediante métodos en diferen-
cias finitas, la variable de tiempo t asume valores discretos t = tg,t1,...,t,, con t, = nk
para k un numero positivo. De la misma manera ocurre para la variable z, donde z,, = mh,
con h un nimero positivo, por lo que la malla consistird de los puntos (t,, z,,) para enteros
arbitrarios n y m.

Para una funcién v definida en la malla, escribiremos como v, el valor de la funcién v en
el punto (t,, z,,). Con esta notacién, llamaremos al conjunto de puntos (t,, z,,) de un valor
fijo de n como el nivel n del esquema en diferencias.

La idea basica de los esquemas en diferencias finitas es reemplazar derivadas por dife-
rencias finitas. Esto puede llevarse a cabo de distintas formas, como ejemplo tenemos las
siguientes:

ou u(tn + k, xm) — u(tn, Tm)

E(tnyxnﬁ — k’ )
_oulty + k) —ulty — k,x)
~ 5% )

La validez de estas aproximaciones se ve de las férmulas

0 t —u(t
ot e—0 €
— lm u(t—i—s,x)—u(t—s,x)’
e—0 2¢
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que relacionan las derivadas con los valores de u. Férmulas similares aproximan derivadas
con respecto a x.

Algunos ejemplos de esquemas en diferencias son dados a continuacién:

Un—i—l —" o 1= v

Un—i—l — " "t — h .
m___m g mel ) 1.2

Un-l—l — " Un+1 — N
m___m oy g m-l _ 1.3

las cuales corresponden a diferentes discretizaciones de la ecuacion u; + au, = 0.

1.2. Consistencia, convergencia y estabilidad

En esta seccién se definen los conceptos de convergencia, consistencia y estabilidad de un
método en diferencias finitas.

Se dice que un método es convergente si, al aplicarlo a cualquer problema de valor inicial
la solucién aproximada con el método converge, cuando h (el tamatio del paso) tiende a cero,
a la solucién exacta del problema, en todos los puntos t¢,, de la variable en el tiempo.

Definicién 1.1 Un esquema en diferencias es convergente si
lim |u) —u| =0
h—)O‘ m | ’

cualquiera que sea la condicion inicial u(0) = a. Notemos que t,, depende de k.

Sin embargo la prueba de que una solucién aproximada converge a la solucién exacta de
una ecuacién diferencial parcial es generalmente muy dificil, atin en los casos mas simples.
Por esta razon, se relaciona la convergencia de un método de diferencias finitas con la consis-
tencia y estabilidad de la ecuacion de diferencias finitas, puesto que demostrar la consistencia
y estabilidad es relativamente facil.

En la figura (1.1) se muestra el anélisis de convergencia para el problema P : —u,, +
zu(z) = (14 2z — 22) exp(z).

Un método es consistente con la ecuacion diferencial parcial si la ecuaciéon discreta usada
por el método se aproxima a la ecuaciéon diferencial cuando el tamano del paso tiende a cero.

Definicién 1.2 Un esquema en diferencias B es consistente con la ecuacion diferencial P
5%

lim |B— P|=0.
(h,k)—0
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] conwergencia del metodo de diferencias finitas
1D T T

107 ~ E
0%} p .

107 o =

errar

107k .

107 F » 4

0 e e

Figura 1.1: Convergencia de un sistema en diferencias finitas

La consistencia es una condicion necesaria para que la solucién numérica converja a la
solucion analitica cuando se afina la malla del cédlculo.

Ejemplo 1.1
Se mostrara el analisis de consistencia de la aproximaciéon de diferencias finitas para la ecua-
cién de Laplace homogenea:u,, + u,, = 0.
Usando diferencias centrales de segundo orden se obtiene la ecuacién de diferencias
n n+1 n n—1 m __
Uy + Uy + Uy +uy —4uy = 0.
Reordenando tenemos

(up 1 + uﬁfl) + (up |+ ufn_l) —4ut = 0. (1.4)

Escribiendo la serie de Taylor alrededor del punto (x,,, y,) para todos los valores de u(z, y)
que aparecen en la ecuacion (1.4), se tiene

1 1 1

Upyq = Up, £ uzk + §umk2 + éuxmk?’ + ﬂugmmk4 + ...
1 1 1

u"mjEl = uy, +u,h + §uyyh2 + guyyyhg’ + ﬂuyyyyi# 4+ ...

(1.5)
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Solucidn exacta vs solucidn numeérica

04 &
nEk 4
net )

Figura 1.2: Estabilidad numérica

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (1.4), se tiene

1 1
(2u + umsz + ﬁuxmzxkA + s ) + (2U + Uyyh2 + Euyyyyh4 + s ) - 4u = 0
1 1

Upak? + Eummk4 +...= —uyyh2 - Euyyyyh4 —

Cancelando los términos de orden cero, dividiendo por k? el primer miembro y por h? el
segundo y suponiendo que los tamanos de paso son iguales, se obtiene:

1
Ugg + Uyy = —Eummk‘2 — Euyyyth -

Cuando h y k se aproximan a cero, la ecuacién anterior se aproxima a
Ugg + Uyy = 0,
que es la ecuacion de Laplace. Por lo tanto la aproximacion de diferencias finitas es consis-
tente con la ecuacién de Laplace.
Finalmente introduciremos el concepto de estabilidad.

Primero definiremos una regién de estabilidad como se hace en [29] .

Definicién 1.3 Una region de estabilidad es cualquier region acotada no vacia de el primer
cuadrante del plano donde el origen es un punto de acumulacion.
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Solucidn exacta vs solucidn numeérica

iR I 1
06| -
04t .. -
2t 1

N2r b
04 &
nEk 4
net )

Figura 1.3: Manifestacion de la no estabilidad numérica

Esto es, una regién de estabilidad debe contener una secuencia (k,, h,) que converja al
origen si v tiende a infinito.

Definicién 1.4 Un sistema en diferencias finitas asociado a una ecuacion de primer orden
es estable en una region de estabilidad si existe un entero J tal que para cualquier tiempo T,
existe una constante Cp tal que

0o J 00
P Loy S
m=—o00 7=0 m=—o00

para 0 < nk <T, con (k,h) en la region de estabilidad.

Para mayores detalles se recomienda consultar [29], donde se presentan ejemplos de la
aplicacion de esta definicion.

En las figuras (1.2) y (1.3) se muestra la estabilidad y no estabilidad de la ecuacién
Uy = Uz, mediante el método Leapfrog, del cual se hablard mas adelante.

La importancia de los conceptos de consistencia y estabilidad se muestran en el siguiente
teorema de equivalencia, conocido como el Teorema de equivalencia de Lax-Richtmyer, la
demostracién puede consultarse en [28].




14 1.3. ANALISIS DE VON NEUMANN

Teorema 1.5 Un esquema de diferencias finitas consistente para una ecuacion diferencial
parcial lineal es convergente si y solo si es estable

1.3. Analisis de von Neumann

Con el uso de andlisis de Fourier podemos dar condiciones necesarias y suficientes para
la estabilidad de esquemas en diferencias finitas.

[lustraremos el método con un ejemplo particular.

Consideremos el esquema

Un-i—l _ Un ,Un _ ,Un L
e m T =0 1.6
AT : (1.6)
el cual puede ser reescrito como
" = (1 — a\)v? 4+ av? (1.7)

donde A = k/h.
Usando la férmula de inversién de la transformada de Fourier para la funcion discreta v
(vea Apéndice), tenemos
w/h
1

o = NS / emhEpm (&) dE. (1.8)

—7/h

donde 9" es la transformada de Fourier de v],.

Sustituyendo en (1.7) para v, y v},_,, obtenemos
w/h
1 . .
A — / e (1 — aX) + are ™) o (€)dE. 1.9
W= [(1—a) | 0" (€)de (1.9)
—7/h
Comparando esta férmula con la férmula de inversién de Fourier para v™*!,
w/h
1 )
,U;r?z@—l—l - = / ezmhﬁ@n—l—l d 7
Wer (§)dg
—7/h

y usando el hecho de que la transformada de Fourier es tinica deducimos que el integrando
de (1.9) es el mismo que en la férmula de inversién. Por lo que tenemos:

) = [(1 = ad) + are™™¢] 67(€)
= F(h)i"(©). (1.10)
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donde a f(h) lo llamamos el factor de amplificacion.

Aplicando n veces (1.10) obtenemos

0(€) = F(he) (). (1.11)
Usaremos (1.11) para estudiar la estabilidad de (1.6).

Usando relaciones de Parseval (ver Apéndice), ||0]|2 y (1.11) tenemos

00
hoy ol =
m=—o0

w/h

- / on(€)Pde (1.12)

—7/h
w/h

- / |F(RE) 200 (6) e, (1.13)

—7/h
Ahora evaluaremos |f(h€)|. Definamos z = h&, asi
f(z) = (1 —a)X) +aXe™™ = (1 — a)) + a\cos z — ia\sin .
Entonces

If(2)]? = (1 —aX+aXcosz)? + a’Nsin® 2 =

1 1 1
= (1 —2a\sin® =2)% + 4a*\?sin® =z cos® =z
2 2 2
1 1 1 1
= 1—4alsin® =z + 4a’\?sin? 52 + 4a*)\? sin? 52003252

1
= 1 —4a\(1 — a))sin? 5%

De esta ultima expresion vemos que |f(z)| esta acotada por 1 si 0 < aX < 1.
Asi por (1.13)

o w/h
RS < / 8062 de

m=—00 —7/h
=h Y |l

y por la definicion de estabilidad el esquema es estable.
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Es interesante estudiar un problema algo mas general que el anterior.

Consideremos el problema
v + Uvy = YUgn
cont >0, —oo < x < ooydonde U es una constante positiva que representa una velocidad
de coveccion.

El esquema explicito con el que se discretizara el problema es

n+1 n n _n n _ n n
urtt —u Upyp — U Uy — 2Up, + U

m m U m—1 — m—1 .
K oh 7 02
Aplicando un método igual al del ejemplo anterior, obtenemos que el factor de amplifica-

cion es:

f(z)=1—=2r(1 —cosz) —iAsinz.
En este caso el polinomio de amplificacién f(z) resulta complejo. Entonces
() =1—4r(1 —cos 2)[1 — r(1 — cos z)] + A?sin® 2
Para que se cumpla la condicion de estabilidad se debe cumplir
M sin? 2 < 4r(1 — cos 2)[1 — r(1 — cos 2)]. (1.14)

La primera restriccién surge a partir de la expresion anterior, (1.14), de donde debemos
notar que el miembro de la derecha no puede ser negativo. Por lo que se debe cumplir que el
factor entre corchetes del miembro de la derecha no pueda ser negativo, de donde tenemos
que

r <

N —

Ahora retomando la ecuacién (1.14), y definiendo la variable
X =1—cosz.

esta puede reescribirse como

N <Adrf(y), (1.15)
donde T
Fx) = 5= o
Como Lo
f) = 2=

la funciéon f es mondtonamente creciente. Entonces su valor minimo lo toma en y = 0, y la
ecuacién (1.15) implica que
A2 < 2o

2y
la cual es la restriccién para que el esquema permanezca estable.
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1.4. Condiciones de estabilidad

En el siguiente teorema daremos condiciones exactas para garantizar la estabilidad en
esquemas de un paso.

Teorema 1.6 Un esquema de un paso de diferencias finitas con coeficientes constantes es
estable en una region de estabilidad €2 si y solo si existe una constante K, independiente de
z, k y h, tal que

f(z b, k)| <1+ Kk, (1.16)

con (k,h) € Q. Si f(2) es independiente de h y k, la condicion (1.16) puede ser reemplazada
por |f(z)] < 1.

Demostracion:

Utilizando relaciones de Parseval y la definicién de f obtenemos

w/h

"2 = / (2 b k) 2]0°(6) [Pt

—7/h
Si|f(z,h, k)] <1+ Kk para (k,h) € Q, tenemos

w/h
R CES R G
—7/h
= (1 KDl

Ahora n < T'/k, asi
(1+Kk)" < (14 KE)T/k < KT

Por lo tanto, |[v"||;, < e5T||v°]|, v asf el esquema es estable en €, por definicién (1.4).

Probaremos ahora que si la desigualdad (1.16) no puede satisfacerse para (k, h) € €2 para
cualquier valor de K, entonces el esquema no es estable en €.

Si para algin C positivo existe un intervalo de z es decir, z € [z1, 23], v (k,h) €  con

|f(2)] > 1+ Ck, entonces construiremos una funcién v?2,

(o0 si hé ¢ [21 — 2],
) = { h(zy —21)7" sihg € [21, 2],
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Notemos que [[v°]|; es igual a 1. Entonces

w/h
A PN IR O (1.17)
——
z2/h h
= 4’f(h§,k,h)|2nﬁdf (1.18)
> (14 Ck)>™ (1.19)
> LR, (1.20)

para n cercano a T'/k.

Esto muestra que el esquema es inestable si se permite que C' puede ser arbitrariamente
grande. Asi el esquema es inestable si no hay una regién en la cual f(z) pueda ser acotada
como en (1.16).

Teorema 1.7 Un esquema consistente para la ecuacion
Uy + auy, + bu = 0,

es estable st y solo si es estable para esta ecuacion cuando b = 0. Mds aun, cuando k = A\h
y A es una constante, la condicion de estabilidad en f(z,0,0) es |f(2,0,0)] <1

Demostracion:

Por consistencia es facil ver que el término de menor orden bu contribuye a la expresién
f solo con un término proporcional a k, por lo que remover este término no afecta la estabi-
lidad de el esquema.

Usando series de Taylor en k y h, tenemos
f(zk h) = f(2) + O(h) + O(k),

y si h = A 'k, entonces los términos que son O(h) son también O(k). Més atn, como
z estd restringido al conjunto compacto [—m, 7], los términos O(k) estdn uniformemente
acotados. Asi la condicién de estabilidad es

1£(2,0,0)] <1+ Kk,

para alguna constante K. Pero, el término izquierdo de esta relacién es independiente de k,
y la desigualdad se debe cumplir para todos los valores positivos pequenos de k. Entonces
tenemos que la estimacion anterior se debe cumplir si y solo si

/(2,0,0)] < 1.
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|

[lustraremos los resultados anteriores con algunos ejemplos.

Ejemplo 1.2
Consideremos el esquema
Un-l—l — " Un+1 — "
m m m m — O
2 +a 5 )
para el cual
f(z) =14 aX —ale”,

donde a es positivo y A es constante.

Tenemos que
|fI> =1+ 4aX(1 + a)) sin® 5%
Si A es constante, entonces debemos usar la condicién de estabilidad |f(z)| < 1, y vemos
que |f(z)| es mayor que 1 para z diferente de 0 y por lo tanto el esquema es inestable.

Si a es negativo, el esquema es estable para —1 < aX < 0.

Ejemplo 1.3
Consideremos el siguiente esquema
n+1 n n _an
vt — ) U — Uy
+a = 0.
k 2h
, la expresion anterior se transforma en

Reemplazando v por g"e'™?
gn-i-leimz _ gneimz gnei(m-‘rl)z _ gnei(m—l)z
+a
k - 2h
) g— 1 e? _ otz
=g"e"”* +a = 0.
g ( K 2h >

Lo que nos da que el factor de amplificacion es
g=1—1a\sin z,

con A = k/h.
Si A es constante, entonces g es independiente de h y k, y
19(2)|> = 1+ a*\?sin? 2.

Como |g(z)| es mayor que 1 para z diferente de 0 o 7, entonces por el teorema 1.6 este

esquema es inestable.
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Ejemplo 1.4
Consideremos el esquema para
U + auy, —u =0, (1.21)
dado por
vt = 3 (h +unsy) n avfn—&-l ~Um-1 I
k 2h " '

Este esquema tiene como factor de amplificacién

g(z) = cosz —ialsinz + k

|g%| = (cos z + k)* + a*N?sin® 2
< (1+k)%,

siJad| < 1.

Asi el esquema con A constante es estable si y solo si |aA| < 1. Otra manera de obtener
la estabilidad es aplicando el Teorema 1.7.

1.5. Estabilidad para esquemas generales multipaso

Un método multipaso consiste en encontrar un valor v™* como una funcién de k valores

precedentes. Los métodos multipaso, normalmente, requieren menos evaluaciones de las fun-
ciones que los métodos de un paso para un mismo nivel de precision, sin embargo requieren
de un método de un paso que le permita determinar los k puntos iniciales.

Los siguientes teoremas dan las condiciones necesarias para que un esquema general en
diferencias sea estable, las demostraciones se pueden consultar en [29].

Teorema 1.8 Si el polinomio de amplificacion f(z,0) es explicitamente independientemente
de h y k, entonces la condicion necesaria y suficiente para que el esquema en diferencias
finitas sea estable es que todas las raices, z,, satisfagan las siguientes condiciones

a) |z < 1y
b) si|z,| =1 entonces z, debe ser una raiz simple.

Noétese que si el polinomio tiene raices con médulo < 1, es decir, si es un polinomio de
Schur (ver capitulo 2) entonces el esquema en diferencias finitas es estable. Si el polinomio es
de von Neumann (sus raices con médulo < 1) y sus raices con médulo 1 son simples también
se tiene la estabilidad del esquema en diferencias finitas.
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Teorema 1.9 Un esquema en diferencias finitas para una ecuacion escalar es estable si y
solo si todas las raices, z, del polinomio de amplificacion f(z,0,h, k) satisface las siguientes
condiciones.

a) Eziste una constante K tal que |z,| < 1+ Kk.

b) Existen constantes positivas ¢y y ¢ tales que si ¢y < |z,| < 14 Kk entonces z, es una
raiz simple, y para cualquier otra raiz z, la relacion |z, — z,| > ¢1 se cumple para h y
k suficientemente pequenos.

1.5.1. Estabilidad del esquema Leapfrog

El esquema Leapfrog para la ecuacién u;+au, = 0 es un ejemplo de un esquema multipaso,
es decir, para este esquema se necesitan especificar los valores de v%, y v! para todo m.
Analizaremos la estabilidad del esquema leapfrog. El esquema es:

,Un+1 _ Un—l o™ b1 o7 1
m m m ULmE g 1.22
T T) 0, (1.22)
es decir
o = o = aA (ol — ), (1.23)
k
donde \ = 5
Escribimos
S = % (1.24)
Entonces

ot [ =2kady 1] | ol
o | 1 0| {vnt]”
Aplicando transformada de Fourier en cada componente
w/h
pntl 1 / mhe {@m—l(g)}
m - = elm . d 7
EAEE = e | ©
—7/h
,Un+1 1 o0 _imhe |:@n+1 (f):|
nol=— e "™ o h.
EAR- P
Aplicando identidades de Parseval para vectores

-+ £ 651

w/h

/

—7/h

2

d¢ =

2

_hz

m=—0o0

e

e
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Ahora aplicando transformada de Fourier a Leapfrog

w/h m/h
'Lmh§ n+1(§):| — zmh§|: 2]1’&50 1:| l n(&)‘|
\/ﬁ_//h | 4 1 o)
w/h
1 _Qkatsoeimh&@n(é) +eimh§@n—1(£):|
- \/ﬁ [h |: eimhfﬁn(g) df
™/ . ,
= L /h eimh£ __Zkaelhggie;mg 1:| |: ,{]n(g) :| dé‘
V2m A i 1 0] [9"7H()
w/h
= L imhé [ —2ia)sin(h§) 1} [ 0"(€) ]
vl I B Gl

—7/h

Por lo tanto

{vzzég)l _ {—Zia/\lsin(hf) (1)] [Uzng%]

Las identidades de Parseval nos dan

2

8 I | .
- [ fevor g
< [ e |[ng)]|
< mix |(G(g) Egﬂ

(1.25)
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Por lo tanto el polinomio de amplificacién es
22 + 2iaAsen(h€)z — 1 = 0. (1.26)

Esta ecuacién tiene 2 raices, dadas por

zp = —iaXsen(h€) £ /1 — (aX)2sen2(hé). (1.27)
Cuando z; y z_ no son iguales, la solucién para v en (1.26) esta dada por

0(8) = Az (h)" + A_(£)z-(hE)",

donde las funciones A, (§) y A_(§) son determinadas por las condiciones iniciales. El término
z4 contiene una mayor porcion de la solucion exacta de la solucion, por lo que es conveniente
reescribir la expresién anterior de la siguiente manera

2 (RE)" — 2, (hE)"
z-(h€) — z(hE) |’

para funciones A(§) y B(£) que son determinadas por las condiciones iniciales. Cuando zy y
z_ son iguales, la solucién puede ser escrita en la forma

0"(€) = A(€)z(h&)" + B(E)nz(h&)" ™, (1.29)

0"(&) = A(§)z1(h€)" + B(E) (1.28)

donde 2z, = z_ = 2.

Las funciones A(§) y B(€) estan relacionadas a ©°(€) y 9'(¢) por
A(§) =9°(¢)

B(&) = 0'(§) — 0°(§) 2+ (h&).
Para continuar con el estudio de la estabilidad de este esquema consideremos dos casos.

rimero tomem nde z Z_ no son igu irem valores inici v
Primero tomemos el caso donde z, 0 SO ales, y elegiremos los valores iniciales v°
y v! de manera que B(£) sea idénticamente cero.

Entonces de la ecuacion (1.28) tenemos
7€) = |A©)llz4 (hE)I"
Sabemos que para garantizar estabilidad es necesario que z, (h¢) satisfaga la desigualdad
|24 (RE)| < 1+ Kk.

Asimismo, z_(h¢) debe satisfacer esa misma estimacién. Si tomamos A constante, podemos
utilizar la restricciéon

|2+(hE) < 1,
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para determinar la estabilidad.

De (1.27) con |a)A| <1 tenemos que
|z, | = |2_|*> =1 — (a\)?*sen®d + (aXsenf)* = 1.

en donde 6 = hé.
Si |aA| es mayor que 1, entonces para 6 igual a 7/2 tenemos de (1.27)

|z_(7/2)| = |aA| + v/ (aA)? —1 > 1,

lo que muestra que el esquema es inestable para este caso.

Considerando el caso en el que z; y z_ sean iguales, de la ecuacién (1.27) vemos que
esto solo ocurre cuando |aAsinf| = 1. Como sabemos que |aA| debe ser a lo mas 1, nosotros
solo necesitamos considerar [aA| < 1. Entonces la igualdad z; = z_ se cumplird solo cuando
laA| =1y 6 = +£7/2, y tendremos entonces que z, = z_ = 1.

Por lo que la solucién para 9" es
T T T
5 i—) —A (i—) V" + B <i—> et
" (+3; o) (F" B (Egp ) n(F)

y cuando B es diferente de cero, ©" crece linealmente con n. De lo anterior se tiene que el
esquema es inestable si |aA| = 1. Por lo que el esquema Leapfrog es estable solo si |aA| < 1.




Capitulo 2
Polinomios

2.1. Polinomios con raices en el circulo unitario

Comenzaremos describiendo varias clases de polinomios, los cuales nos seran de gran uti-
lidad en la teoria subsecuente. La distincion de estas clases se tendra en base a la localizacion
de sus ceros respecto a la circunferencia unitaria S = {z € C:| z |= 1}.

El primer tipo, es el conjunto de los llamados polinomios de Schur. Estos son los polino-
mios cuyos ceros se encuentran en el disco D = {z € C:| z |[< 1}.

El segundo tipo de polinomios son los polinomios de von Neumann, los cuales son todos
los polinomios que tienen todos sus ceros ya sea en D o en la circunferencia unitaria S.

Las ultimas dos clases de polinomios que incluiremos en este apartado, son subclases
de las anteriores. Los polinomios de von Neumann simples son aquellos polinomios de von
Neumann que tienen ceros en D y ceros simples en .S, y los polinomios conservativos son los
polinomios que tienen todos sus ceros en S.

Ejemplo 2.1
q(z) = (z — 3)(2 + 3)z es polinomio de Schur.

Ejemplo 2.2
g(z) = (z4+1)(z = 1)(z 4+ i)(z — 7) es polinomio conservativo.

En lo que sigue asumiremos que el polinomio con coeficientes complejos
f(z)=ay+ar1z+ ...+ ay,z2", (2.1)

es de grado n (a, # 0) y que no tiene ceros en el origen (ag # 0).
Denotemos por f(z) al polinomio f(2) =ag+ a1z + ...+ a,z".
Definamos f* de la siguiente manera

f(z) = Zﬁn,jzj =qp +Ap12+ ... +7a92". (2.2)
=0

25
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Nétese que f*(z) también satisface que el coeficiente principal y el término constante son
diferentes de cero.
Ademas este polinomio satisface las siguientes condiciones

i) f*(2) =2"f(5),con z#0
ii) f*=f.
iii) (fg)* = fg"
Las condiciones ag # 0y a, # 0 son equivalentes a f(0) # 0y f*(0) # 0.

Supongamos que z = ¢ entonces f*(e?) = e f(e7) = e f(e?), de lo que se sigue

| f7(2) [=] f(2) |, VzeS. (2.3)
Ejemplo 2.3
h(z)=2"+i2 + (3+14)z + 5.
h*(2) =1 —iz+ (3 —i)2* + 52
entonces se cumplird que |h*(2)| = |h(2)|, Vz € S

Definicién 2.1 Si un polinomio f de grado n tiene (contando multiplicidades) p ceros en
D, py sobre S y ps ceros fuera de D U S, donde py + ps + p3 = n, diremos que el polinomio

es de tipo (p1,p2,ps3).

Ejemplo 2.4
p(z) =(z—=3)(z+1)(z — 3)(z + 3) es de tipo (2,1, 1).
Como hemos asumido que f(0) # 0, es claro que z es un cero de f siy solo si z* = % es

un cero de f*.

Definicién 2.2 f es autoinvertible si f y f* tienen el mismo conjunto de ceros. Es decir, si
1

{z1,22, .., 2n} :{%,%,...,En :

Ejemplo 2.5

f(z) = (z=3)(z— 3)(2 —i)(z +1i) es autoinvertible pues las raices de f y f* son {3, 3,4, —i}.
Observacion 2.3 Un polinomio auto invertible de grado n es de tipo (p,n—2p, p) para algin
p>0.

Algunas propiedades de los polinomios autoinvertibles seran demostradas en los siguientes
resultados, y pueden consultarse en [25] y [27].

n
Lema 2.4 Si f(2) = > a;#’, a, # 0, entonces los siguientes incisos son equivalentes:
Jj=0
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i) f es auto invertible.

i) G f(2) = apz" f(1/2) = aof*(2) para cada mimero complejo z, distinto de cero.

i) apG; = pan—j, 7 =0,1,...,n.

Demostracion:

(i implica ii)

(ii implica iii)

(iii implica i)

Supongamos f es auto invertible entonces f y f* tienen el mismo conjunto de ceros,
es decir ag+ayz+- -+, 2" v @ +ap_12+- - -+ ap2" tienen el mismo conjunto de ceros.

Entonces ag(ag+a1z+- - +0a,2") y (@Gp+an_12+- - -+apz")a, tienen el mismo conjunto
de ceros y coeficiente principal, por lo tanto son iguales. Entonces agag + aga1z + - - - +
AoGp 2" = QpGy + Qp_10,2 + - -+ + Qpa, 2".

Entonces agag = a,a,, Goa; = Gp_1ay, - . ., GoQ, = Aoly,.
Tomando conjugados agay = Gy, AgG1 = Gp_1Gy, - - ., GG, = Goln, POT lo que también
se tiene la siguiente igualdad de polinomios
aotoz" + aga 12" L+ -+ agl, = anlnz" + apy_10,2"" 1+ ..+ agdy,.
Con lo que queda demostrada esta primera parte.
Supongamos que aoznf(%) = @, f(z), entonces

_ _ -1 _ _ _ _ -1 _ _
agpz" + agai1 2"+ -+ Aglp_12 + Aoy, = ApGpz" + Qp_10p2" "+ ...+ a1Gp2 + aoly,.

Entonces apag = @,apn, g1 = ap_1GQp, ..., GG, = Aoy, €s decir, aga; = ana,—; para
7=0,1,...,n.

Supongamos que ao@; = Gna,—; para todo j = 0,1,...,n, es decir apay = anan,
apa1 = ApQp—1, - - -, QoQp—1 = Gpa1, Aoly = Gpao.

Tomando conjugados tenemos: Ggagy = apGy,, oG] = AplGp_1, --., Golnp_1 = apay,

doan = anao.

Por lo tanto se tiene la siguiente igualdad de polinomios
Aoo + Apa1z + -+ + Aoapz" = Apapy + Qp_1ap2 + -+ + Qoa,2".
Factorizando en ambos lados

ao(ap + a1z + -+ anz") = an(@p + @12 + - - + ao2").
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Es decir
aof(2) = anf*(2).

Por lo tanto f y f* tienen el mismo conjunto de ceros, por lo que f es autoinvertible.

Teorema 2.5 Si [ es auto invertible y f(z) = > a;27 con a, # 0, entonces
=0

i) aunf(z) — zf'(2)] = aoz”_lf(l/z) para cada z # 0.
i) | nf(2)/2f () =1 |=1 para cada z en S.

Demostracion:

i) Como f es autoinvertible a, f(z) = apz"[ay + a1z~ + -+ + @,2~"], entonces
Unf (2) = nagz" g + @zt + -+ u2 " — ap2 @z F A ndz "

entonces

6nzfl(z) = nap2"[@o+ a1z "+ F Tz "] — a2 a2 4 - nan "

(1
= napz"f (—) —ap2" May + - 4 na,z ")
2
Por lema 2.4 ii) tenemos que

dnsf (2) = nanf(2) — ap='F (1)

De donde se obtiene lo deseado.

nfz) _ 1] _ w0227 (3)
=) .1 ()

Tomando normas y utilizando que |ao| = |a,| (por lema 2.4, iii) con j = 0) y que 1 ==
m _ 1‘ — 1.
2f'(2)

ii) Sea z € S, del inciso i) tenemos que [

cuando |z| =1 se tiene que
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Ejemplo 2.6
Sea f(2) = (2 —3)(z — %)(Z —i)(z+1).

Desarrollando tenemos f(z) = z* — §2% + 222 — £2 4+ 1.

De donde podemos notar que ag = 1 =ap, &1 = = = a1, g =2 = A9, A3 = = = a3 ¥
ay = 1 = @4. Del teorema anterior tenemos:

annf(z) —2f'(2)] = [4(z" - 223 +222 — ;z +1) — 2(42° — 82% + 4z — g)]

8
= 4—8z+4z2—§z3
= ap2" ' f (1/2).

Observacién 2.6 Por este dltimo teorema, si f es auto invertible y zy es raiz de f y zy € S
entonces zg es raiz de f con multiplicidad > 2.

Teorema 2.7
a) Si f es auto invertible entonces | f*(z) |=| f(2)| Vze C.
b) f es auto invertible si y solo si f*(0)f(z) = f(0)f*(z).

Demostracion:

a) Supongamos que f es auto invertible entonces, como f y f* tienen el mismo conjunto
de ceros, para alguna constante c

1 (z) =cf(z) VzeC. (2.4)

Al evaluar en z = € y tomando la norma vemos que |f*(e?)| = |cf(e?)]. Por (2.3)
|f* ()] = |f(e?)]. Asf que |f(e?)| = |c||f(e?)]. De donde concluimos que |¢| = 1.
Asi de (2.4) tenemos

| () =l f(2) | vzeC. (2.5)
b) Recordemos que f(0) # 0, tomando z = 0 en (2.4) tenemos
_ [0
c= 0y (2.6)
Ahora, sustituyendo (2.6) en (2.4)
R ()
re = gl

O (z) = F(0)f(2).
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Con lo que queda demostrada la necesidad de este inciso.

La suficiencia se sigue automaticamente de suponer que f(0)f*(z) = f*(0)f(z) v la
definicién de auto invertible.

Ejemplo 2.7
Sea f(z) = (2 =3)(z+3)(z—i)(z+1i) =2" =32 — 82+ 1.
f*(2) = f(z). Por lo que las afirmaciones del teorema se siguen inmediatamente.

Para el siguiente resultado usaremos la notacién || f||, para denotar el médulo méximo de
f sobre la circunferencia unitaria, donde f es un polinomio complejo, es decir

I/} = max{[f(2)] : 2 € 5}

Teorema 2.8 Si f es un polinomio auto invertible de grado n entonces || f ||=4n | f |
Demostracion:
Sea e un punto sobre S tal que || f ||=| f(¢) |. Elijamos u sobre S de tal forma que

nf(e) —ef () y uf (¢) tengan el mismo argumento.

Por el Teorema de DeBrujin (ver Apéndice) tenemos

nf(e) —ef (e) +uf ()] < nllfl,

y asi / /
Inf(e) —ef I+ () < nllfl.
Por el Teorema 2.5 [nf(c) —ef (e)| = |f (e) || yasi 2|f | <n | f .

Para la otra desigualdad usaremos nuevamente el Teorema 2.5 para obtener que si | z |= 1
entonces n | f(2) [ 2] f(2) | yasin| fl<2] f [

+o .
Teorema 2.9 Si f es auto invertible y de gradon y Y, c¢;2’ esla serie de Laurent alrededor
j=—o00

de 0 de nf(2)/zf (2) en algun anillo que contiene a la circunferencia unitaria, entonces

2

df = 2Re(cy).

2
1

27
0

nf(e”)
f'(e?)

2w
En particular, si todos los ceros de f caen en |z| =1 entonces co =1y % f
0

2

e 4p = 2

F'(e)
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Demostracion:

Del Teorema 2.5 tenemos lo siguiente:

nfz) [P (nf(Z) - > nfz) .\ _|nfG) [P [nf(Z)]
“lre T T Gre ! <Ef’(z) 1)‘ 7| e T
por lo tanto ,
nf(z)] _|nf(z) _
2Re [Zf,(z)] = ) ,z] = 1. (2.8)
evaluando en z = €% se tiene
nf(e?) |*_ nf(e”)
integrando
27 27
nf(e) [* nf(e”)
[ 7| 0= [ (G »
0 0
de donde
1 27 nf(ew) 2 9 2 nf(eie)
or [ [doriam| @ = o [ Re(Gapiam) @
0 0
B 2
_ L[ nf(e”)
L0
B 27
1 f 10 »
= 2Re o %ze%@
L 0
(2.9)

2m i0 )
pero ¢g = 5 [ eizgc;}e(efe)iewdﬁ (ver apéndice).
0

Por lo tanto

1

2

nf(e”)
et f'(eif)
Cuando f tiene todos su ceros en la circunferencia unitaria el teorema de Gauss-Lucas

(ver apéndice) implica que f* tiene todos sus ceros en | z |< 1. Por lo tanto la funcién definida
por nf(z)/[zf (2)] es analitica en | z [> 1y en 2z = 0o, y asi ¢g = lim nf(2)/[zf (2)] = 1.
zZ—00

df = 2Re(cy).
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Teorema 2.10 Si f es auto invertible y f(z) = > a;z7, con a, # 0, entonces
j=0

2) a; P<|l £ IP Re(eo).

=0

n
En particular si f tiene todos sus ceros en S entonces 2. | a; *<|| f ||*. Mds ain, se
J=0
cumple la igualdad en las expresiones anteriores si y solo si los ceros de f son rotaciones de
las raices n-ésimas de la unidad.

Demostracion:

Aplicando la identidad de Parseval (véase Apéndice) y el teorema 2.8 , obtenemos lo si-
guiente

- ,2_i2ﬂ'ia2f(€i9)2
jZ:;|a’J| - It 0 ’f(e )| f/(eig) do
;2 2 nF (i) |2
0
= 17 1P Releo) (211)

Claramente en la desigualdad anterior se cumple la igualdad si y solo si | f'(2) | es
constante sobre S, en otras palabras, si y solo si f(z) = ag + a,z" donde | ag |=| a, |-

Teorema 2.11 Si f es autoinvertible y tiene todos sus ceros sobre S y f(z) = > a;2,
j=0
an # 0, entonces 2 | a; |< || f|| para cada j # n/2 y 2Y/2 | ayse |<|| f || para n par.

Demostracion:

Del inciso 4ii) del lema 2.4 y del Teorema 2.7 a) tenemos que | a; |=| a,—; |, 7 =0,1,...,n.

Mas atin si j # n/2 entonces 4 | a; [*=2[| a; > + | an_j )] <2 | a; < f >
i=0

Para n par, la estimacién 22 | a, /s |<|| f || se sigue del teorema 2.10.
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2.2. Polinomio reducido

Definicién 2.12 Si f es un polinomio de grado n, definimos su polinomio reducido f; por

*(0)f(z)— f(O0)f*(=
es decir
En(ao +aiz+ -+ anZ") - ao(an +a,_ 12+ -+ Eoz”
filz) = - )
_ (@pao — agly) + (Gpay — agln-1)z + - - - + (Gpa, — aglo) 2"
z

= (anal — aoan_l) + (Enag — aodn_g)z + -4 (Enan — aoao)z”_l

Ejemplo 2.8

Sea f(z) = (2 —4)(z + 2)(z — 1), de acuerdo a la definicién anterior su polinomio reducido
se calcula de la siguiente forma

£(2) (2% — 322 —62+8) —8(82% — 622 — 32+ 1)
1\2) = )

z

de lo que resulta
fi(z) = —632% — 452 + 18.

Observaciéon 2.13 f; es un polinomio de grado a lo mdsn —1 y su grado esn — 1, a,a, —
apap = |a,| — |ao| es no cero. Es decir, si y solo si | f*(0) | — | f£(0) |# 0.

Teorema 2.14 f es auto invertible si y solo si fi(z) = 0.

Demostracion:

La demostracién se sigue del inciso b) del teorema 2.7.

Cualquier polinomio f no auto invertible puede escribirse de la siguiente manera

=Yy,
donde W es el factor maximal auto invertible y g es el factor complemento no auto invertible.

Teorema 2.15 Supongamos que f tiene a ¥ como factor mazximal auto invertible y su com-
plemento es g, entonces

fi(z) =V (0)¥(2)g1(2) VzeC,

donde U es auto invertible, g1 es el polinomio reducido de g, no es auto invertible si | f*(0) |#|
f(0) | y tiene un grado menos que g si y solo si | f*(0) |#| f(0) .
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Demostracion:

Del teorema 2.7 tenemos

Ur(0)w(z

) = V(0)¥(2)
| U7 (2) |
(

| U(z)| VzeC.

Multiplicando en ambos lados de ¥(0)U*(z) = ¥*(0)¥(z) por ¢1(z) obtenemos

(2.13)

En el primer sumando de la izquierda utilizamos que W(0)¥*(z) = U*(0)¥(z) y obtenemos

Reescribiendo

Por definicién de [Wgl; y usando que (Vg)* = ¥*g*

Wyl (z) = U*(0)¥(2)g:(2)

es decir
fi(z) = UH(0)¥(2)g1(2).
Ahora
[ = 1fE)
f(z) = W¥(z)9(2),
[ (z) = ¥(2)g"(2). (2.14)
Usando las expresiones anteriores, obtenemos
| = 1FE) =1YE) (g7 (R) [ = Tg(2) ) (2.15)

De las desigualdades f(0) # 0y f*(0) # 0 se sigue que ¥ y g satisfacen las mismas
restriciones que f. Ahora, poniendo z = 0 en (2.15) concluimos que

| (0) [=] £(0) [&=1] g°(0) [=] 9(0) |
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[ |
Proposicién 2.16 "4 (f (1)) = —f*(2)
Demostracion:
Si f(z) = ap+ a1z + ... + a,2" entonces T(%) = qy + 61% + + Unzw, de aqui que
L(f(1)=-amz2—...—na,z""!, de donde 2"L (f (1)) = —@;2"' — ... — na,.

Por lo tanto

|
Lema 2.17 Sea f un polinomio auto invertible de grado n, entonces
e — £7(0) /
(f(2) = f(o)( f(z) = 2f(2))
Demostracion:
Como [ es auto invertible , por el Teorema 2.7 b) se cumple que :
FH0)f(2) = F(0)f(2), (2.16)
de lo que podemos concluir
[ ( ) (2) = FO)(f*(2)).
Ahora, utilizando que f*(z ( ) vemos que
Af7(2) = 2"F(1/2)
= 2(nz"'f(1/2) + aniz (T (%))
(2.17)

Por proposicién anterior se tiene

A=) = nf(1)2) = (f (2)"
Af(2) = nf(2) - ()"
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Despejando a (f'(z))*

70
(2.18)
e SO (PO,
dar = alfo - (L8 ro
a0 /
= T (nf(2) = 2f ()
]

Construiremos ahora un polinomio que sera de gran utilidad en la demostraciéon de un im-
portante teorema.

Para cada &, 0 < £ < 1, definamos el polinomio

F(2) = f(2) +€2f (2). (2.19)
Algunas propiedades de F' se demuestran en el siguiente teorema.

Teorema 2.18 Supongamos que [ es auto invertible de grado n, y sea F un polinomio
definido por (2.19). Entonces

a) F*(z) = (f*(0)/f(0))[f(2) + &(nf(2) — 2f (2))].

b) [ F*(0) | = | F(0) |> 0.

c) F es no auto invertible.

d) f' y Fy tienen el mismo conjunto de ceros, donde Fy es el polinomio reducido de F.

Demostracion:

F'(2) = [f(2)+&f ()
= ['(2) +&(f ()" (2.20)
Recordemos que f*(z) = %(0(;) (2) v que (f'(2))* = ’;*(E)O)) (nf(z) — zf (2)).
Sustituyendo en (2.20) se obtiene el resultado deseado.
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b) De la definicién de F'y el inciso anterior tenemos

F20) = (f7(0)/f(0)[f(0) + &(nf(0))]
= SHO)[1 +¢&n].

Ahora, como f es auto invertible, | f*(0) |=| f(0) |, asi

| FX0) [ =T FO) [ = [ f{OL+8&n] | =] f0)| (2.21)
= [ f7(0) [ &n > 0. (2.22)
¢) Como | F*(0) | — | F(0) |> 0, se sigue inmediatamente que F"*(z) no es auto invertible.

d) Usando la definicién de polinomio reducido tenemos que

F*(0)F(2) = F(0)F"(2)

Fl(Z) = >

Ahora usando a) y b) tenemos

Fi(z) = (1+&n)f*(0)F(2) — FO)(f*(0)/F(0))[f(2) + &(nf(2) — 2f (2))]

z

(L+E&n)[f(0)f(2) + E2f*(0) f (2)] = [£*(0)f(2) + Enf(2) f*(0) — E2f (2) f*(0)]

z

262f7(0)f (=) + €2n2f*(0)f’(2)

/

— P OF )+ Enf O
= FO)f (2)2¢ + €]
= €(2+€n)f*( ) (2).

Teorema 2.19 Supongamos f es auto invertible y que tiene k ceros distintos sobre el circulo
unidad S, entonces [ es de tipo (p,n — 2p,p) si y solo si F' es de tipo (p+ k,n —2p — k,p)
para todo € suficientemente pequeno, donde F' es el polinomio definido en la ecuacion (2.19).

Demostracion:
Como los ceros de un polinomio son funciones continuas de sus coeficienes y F' es una per-

turbacién de f, esta claro que para todo € pequeno f y F' en D tienen un numero igual de
ceros en D. De igual modo para el exterior de S.
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El tnico problema es determinar que sucede con los ceros de f en S.

Supongamos « es un cero de f en S con multiplicidad p. Entonces
f(z) = (z=a)'h(z),h(a) #0,p > 1,[ a |= 1.

F tiene precisamente p ceros en una vecindad de a para un e suficientemente pequeno.
Ahora, tenemos que localizar los p ceros.

De las expresiones F(z) = f(z) +ezf (2) y f(2) = (2 — @)*h(z) tenemos lo siguiente:

F(2) = (2 — @)'h(z) + e2[(z — @)"h(2)]
F(2) = (z — )" [hy(2) + ha(2))]. (2.23)
donde
hi(2) = [(14ep)z — a]h(2), hao(z) = e2(z — )k (2).

Asi i — 1 de los ceros son iguales a «, y resta simplemente determinar el cero de hy + hy que
converge a « si & — 0. Notemos primero que hy tiene un cero en

N (6]
C14&p

20

el cual converge a o si & — 0 y estd en D para todo £ > 0. Como h(a) # 0 existe una
vecindad abierta N de « tal que para todo z en la cerradura de N, h(z) # 0y h'(2)/h(2) es
uniformemente acotada.

De aqui en adelante asumiremos que £ es lo suficientemente pequena para asegurar que
zg € N, y construiremos una circunferencia Sy con centro zy, interior Dq y radio €£, donde ¢
es tan pequeno que Sy estd tanto en N y D.

De lo anterior tenemos que |hy(z)/hi(z)] < K¢, ¥z € Dy donde K es alguna constante
positiva independiente de &.

Aplicando el teorema de Rouché (vedse Apéndice) concluimos que hy y hy + hy tienen el
mismo numero de ceros en el interior de Sy. Por lo tanto hemos localizado el cero de hy + ho
que converge a a si & — 0y que esta en D. Como el mismo argumento aplica para cada cero
de f en la circunferencia unidad S, el teorema queda demostrado.

Teorema 2.20 Supongamos que f es un polinomio de grado n tal que | f*(0) [#| f(0) |
entonces f es de tipo (p1,p2,p3) si y solo si fi es de tipo (p1 — 1,p2,p3) si | f*(0) [>] £(0) |
y de tipo (p3 — 1,p2,p1) si | f7(0) <] £(O) |.
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Demostracion:

Como | f*(0) |#| f(0) |, f no es auto invertible. Sea f = Wg, con ¥ el factor maximal
auto invertible. Sabemos que

| £7(0) [2] £(0) |=] 7(0) 12] 9(0) | -

Supongamos ahora que | f*(0) |>| f(0) | entonces por | f*(2) |=| f(2) | Vz € S tenemos
| 97(0)g(2) |>] 9(0)g"(2) | V= € 5, (2.24)

de esta manera se tiene ¢;(z) 0V z € S.

Esto significa que g y ¢g; no tienen ceros sobre S.
Por (2.24) una aplicacién de teorema de Rouché nos dice que ¢*(0)g(z) y g*(0)g(z) —
9(0)g*(z) tienen el mismo nimero de ceros en D. Asi g tiene un cero mas en D

0(z) = 9°(0)g(2) — 9(0)g°(2)

z

Por el teorema 2.15 sabemos que g; es de un grado menor que g, asi que g; y g deben
tener el mismo nimero de ceros fuera de S. Por el mismo teorema ¥ es un factor de f y fi,
y podemos asi concluir que f es de tipo (p1,p2,p3) siy solo si fi es de tipo (p1 — 1, p2, p3).
Por otro lado si [f*(0)| < |f(0)] un argumento similar prueba que f; tiene un cero menos
en D que f*. Recordando que f es de tipo (p1, pa, p3) siy solo si f* es de tipo (ps, p2,p1) la
demostracion queda terminada.

Teorema 2.21 Supongamos que f es auto invertible de grado n con k ceros distintos en S.
Entonces f es de tipo (p,n — 2p,p) si y solo si f es de tipo (p+k —1,n—2p — k,p).

Demostracion:

Sabemos que un polinomio autoinvertible de grado n es de tipo (p,n — 2p,p) para algin
p > 0y que los polinomios conservativos son un subconjunto propio de los polinomios auto-
invertibles. Esto es equivalente a que F' sea del tipo (p,n — 2p, p) esto por el teorema 2.19; y
que |F*(0)| > |F(0)| por el teorema 2.18. Entonces aplicando el teorema 2.20 y teorema 2.18
el resultado se sigue inmediatamente.

2.3. La teoria de los polinomios de Schur y de von Neu-
mann

Teorema 2.22 f es un polinomio de von Neumann si y solo si se cumple alguna de las
siguientes condiciones
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i) | f5(0) |[>| f(0) | y fi es un polinomio de von Neumann, ¢

.. ’ . .
it) i =01y f es un polinomio de von Neumann.
Demostracion:

Supongamos que f es de von Neumann. Entonces f es de tipo (p,n— p,0) y el valor absoluto
de el producto de sus ceros es < 1. Asi

’ £(0) ’ B
7(0)

asf tenemos [ f*(0) [>] £(0) | 6 f*(0) =] £(0) |

Qg
G,

— Y

Si | f*(0) |>| f(0) | tenemos por el teorema 2.20 que f; es de tipo (p — 1,n — p,0) y
asi es de von Neumann. De otra manera, si | f*(0) |=| f(0) | entonces el valor absoluto de el
producto de sus ceros es 1. Pero f no tiene ceros fuera de .S, asi no puede tener ceros en D.
Por lo tanto f es de tipo (0, n,0), esto significa que es auto invertible e implica, por el teorema
2.14, que f; = 0.

Ademds, por el teorema 2.21 sabemos que f es de tipo (k — 1,n — k,0) donde k es el
nimero de ceros distintos de f en S v asi f es de von Neumann.

Ahora supongamos que | f*(0) |>| f(0) | y fi es de von Neumann. Entonces f; es de
tipo (p — 1,n — p,0). Por el teorema 2.20 f es entonces de tipo (p,n — p,0) y asi es de von
Neumann. Por otra parte, si f; =0y f es de von Neumann, entonces f es auto invertible y
por lo tanto de tipo (p,n —2p, p) y por el teorema 2.21 f  es de tipo (p+k —1,n—2p—k,p).
Pero f' es de von Neumann por lo que p =0y asi f es de tipo (0,n,0).

Teorema 2.23 f(z) es un polinomio de Schur de grado n si y solo si | f*(0) |>| f(0) | y fi
es un polinomio de Schur.

Demostracion:
Asumamos que |f(0)| < [f*(0)| y que f; es un polinomio de Schur de grado n — 1.

Consideremos g(z) = zf1(2)/f*(0), entonces utilizando la definicién de f; obtenemos

~ zfi(z)
f*(0)

_ iy SO0 (2) — F(0)f7(2)
- 70)

f(0)

- [ L e) <irel

1f(z) —g9(2) = |f(2)
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Sobre la circunferencia unidad tenemos que

=G =1f),

ya que Z~!' = z sobre S. Asi por el teorema de Rouché, f(z) tiene tantos ceros dentro de S
como zf;. Asi f es un polinomio de Schur.

1

Ahora asumamos que f es un polinomio de Schur de grado n. Entonces el producto de
las raices de f es ag/a, y esta cantidad debe tener magnitud menor o igual que 1. Esto es
equivalente a tener |f(0)| < |f*(0)]. El teorema de Rouché nos muestra que zf; es también
un polinomio de Schur si f; es un polinomio de Schur.

Teorema 2.24 f es un polinomio simple de von Neumann st y solo si se cumple alguna de
las siguientes condiciones:

i) | f50) |>| f(O) | y f1 es un polinomio simple de von Neumann.
i) f1 =0y f es un polinomio de Schur.

Demostracion:

Si f es un polinomio simple de von Neumann entonces es de tipo (n — k, k,0) donde los
k ceros en S son distintos. Ya sea que |f*(0)| > |f(0)| y f1 sean del tipo (n —k—1,%,0) don-
de por el teorema 2.15 los ceros de f; en .S son los mismos que los de f, o que | f*(0)| = | f(0)],
fi=0y f sean de tipo (n — 1,0,0).

Ahorasi [f*(0)] > |f(0)| y fi1 es del tipo (n—k—1,k,0) entonces f es del tipo (n—k, k,0)
con los mismos ceros que f; en S, ysi fi =0y f es de Schur entonces f y f son del tipo
(n—1,0,0) y (0,n,0) respectivamente.

Teorema 2.25 f es un polinomio conservativo si y solo si fy =0 y f es un polinomio de
von Neumann.

Demostracion:

Tenemos que f es de tipo (0,7,0) si y solo si f; = 0y f es de tipo (k — 1,n — k,0)
por el teorema 2.21.

Corolario 2.26 f es un polinomio conservativo simple (i.e. todos sus ceros distintos) si y
solosi f =0y f esun polinomio de Schur.
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Los siguientes lemas nos permitiran dar una demostracion diferente al teorema 2.24, de
donde obtendremos un algoritmo que se usara en capitulos posteriores.
Notemos que un polinomio de von Neumann puede escribirse de la forma

l

f(z) =11 = @) fil2), (2.25)

v=1

donde |a,| = 1 para 1 <wv <[y fi(z) es un polinomio de Schur de grado n —[ (n es el grado
del polinomio f(z)) o una constante. En el caso que [ = 0, el teorema se sigue de (2.23).

Lema 2.27 Si f(2) es de la forma (2.25) entonces el polinomio reducido de f(z) es de la

forma
l

filz) =116 =) fia(2) (2.26)

Demostracion:

Tenemos que

- H(—av) H(Z — ) fi'(2)

Notemos que

Notemos también que

F0)/(2) = [[(=a) @ [[(=a) 1]z = @) fi(2)
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Con las expresiones anteriores podemos calcular el numerador del polinomio reducido de

(),
FO)f(2) = FO)f(2) =
= [0 ]]E=-a)fiz). = 10) [z = an) fi(2)

v=1 v=1
l

ol | RN OV O RN IOING)

v=1

y el resultado se sigue.

Cuando f(z) es un polinomio conservativo de grado n consideraremos polinomios
f(2) = f(z) +ezf (2), (2.27)
para valores pequenos positivos de €.

Lema 2.28 Sir es una raiz de f(2) en S de multiplicidad m, entonces el polinomio f¢(z) =
f(2) +ezf(2) tiene una raiz que satisface

rf=r(l+¢e)™™+0().
Demostracion:

Resolveremos la ecuacion

fo(r(1+0)) =0,

para ¢ una funcion de .

Usando series de Taylor sobre f y f, tenemos

fr(A+0)+er(14+08)f (r(1446) =

1 1
— = fm m - rm (m_l) m—+1
= (r)(ré)™ +er(140) = 1)!f (r)(rd) + O(9)
_ 1 m m sm—1 2
Si en el lado derecho sustituimos 6 = —me — O(g?) vemos que se hace cero, entonces

r(1+6) =r(1 —me — O(£?)) es una raiz de f¢ es decir 7(1 — me) + O(&?) es rafz de f¢ pero
r(1 —me)+ O0(?) =r(l+¢) —m+ O(e?).
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Lema 2.29 Si f(z) es un polinomio conservativo de gradon y f¢(z) estd definido por f(z)+
ez2f'(2) entonces

!

fi(2) = e(2+ne) f7(0)f (2).

Demostracion:

Como fi(z) es identicamente cero, tenemos

y derivando esta relacién, obtenemos

I

fH0)f (2) = £(0)f7(2).
Calculando (zf)*(z). Tenemos

V() = S la,

Ahora tenemos
[fFz) = 7
f(0) = f(O)(1+€n)
) = f

I\
~—
|

(2.28)

Por lo que podemos desarrollar la siguiente expresion

FE0)f5(2) — f2(0) f7(2) =
= fHO)(1+en)(f(2) +ezf (2)) = FO)(f*(2) +e(nf(z) — 2f(2)))
= e2[f*(0)(L+en)f (2) + £(0) £ (2)]

/

= ez(2+en)f(0)f (2)-

De donde se obtiene lo deseado.

Demostracion alternativa del teorema 2.24.
Demostracion:

El lema 2.28 prueba el teorema en el caso que fi(z) no es identicamente cero. Nosotros
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hemos visto que f1(z) es identicamente cero si todas la raices de f(z) estdn sobre S, es decir
si f(z) es un polinomio conservativo.

Para m = 1, tenemos que las raices simples r* de f(z) estdn dadas por
e =r(1+¢e)"' +0(?).

Asi, si f es un polinomio conservativo y de von Neumann simple, entonces para un valor
positivo pequeno de ¢, f° es un polinomio de Schur. Entonces el teorema 2.24 implica que f;
es un polinomio de Schur.

Se puede probar el teorema en el caso que fi(z) es cero.

Si fi(z) es cero, entonces f(z) es un polinomio conservativo y f¢(z) es un polinomio de
Schur para un ¢ positivo. Asi por el teorema 2.24, |f<(0)| < |f**(0)| y fi es un polinomio
de Schur. Més atin las raices de f¢ son las mismas que las de f;. Asi f; es un polinomio de
Schur de grado n.

El argumento en la direccién opuesta se sigue inmediatamente.
|

Otras propiedades e ideas acerca de polinomios Schur y otras clases de polinomios pueden
ser encontradas en los trabajos [1], [2], [3], [4], [5], [6], [9], [11].
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Capitulo 3

Ejemplos de la aplicacion de la teoria
de los polinomios de Schur y de von
Neumann

En este capitulo mostraremos varios ejemplos que ilustraran el uso de la teoria previa.

El primer paso en el analisis de la estabilidad de una ecuacion de diferencias finitas que
aproxima a una ecuacion diferencial parcial, es determinar el comportamiento de la solucion
exacta de la ecuacién diferencial parcial. Si la solucién de la ecuacion de diferencias finitas
es acotada para cualquier valor de tamano de paso que se utilice, se dice que la ecuacion
de diferencias finitas es incondicionalmente estable. En cambio, si la ecuacién de diferencias
finitas es acotada solamente para determinados tamanos de paso, la ecuacién de diferencias
finitas es condicionalmente estable y si la solucion de la ecuacion de diferencias finitas es
no acotada para todos los valores de tamano de paso, entonces la ecuacion de diferencias
finitas es incondicionalmente inestable. En el caso de que la solucion exacta de una ecuacion
diferencial parcial es no acotada, la ecuacién de diferencias finitas también deber ser no
acotada. En este caso, el concepto de estabilidad no se aplica, porque las solucién numérica
se comporta de la misma manera que la solucién exacta.

A continuacién introducimos el concepto de matriz de amplificacién, que al igual que el
factor de amplificacion estudiado en el capitulo 1, nos proporciona condiciones para garanti-
zar la estabilidad de un sistema:

La matriz de amplificacién de un esquema se obtiene realizando la sustituciéon G™e”™ en
vl en el sistema en diferencias. A partir de esta matriz podremos obtener el polinomio de
amplificacion, el cual es el polinomio caracteristico y analizando las raices de este polinomio,
empleando la teoria previa de polinomios, obtendremos conclusiones sobre la estabilidad o
no estabilidad del sistema original.

47
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3.1. Esquema leapfrog

Consideremos nuevamente el esquema estudiado en el Capitulo 1. Este esquema tiene
como polinomio caracteristico
f(2) = 2% +iaz — 1, (3.1)

donde o = 2aAsen y recordemos que a € R, A =2 y [¢] < 7.
Debemos clasificar f para cada valor del pardmetro a entre —2a\ y 2a\.

Comencemos calculando f*(z) usando la expresién (1.2), tenemos
f*(2) =1 —iaz — 2%
Usando la definicién (2.12) calculemos f(z)

(22 +iaz —1) — (=1)(1 —iaz — 2?%)
2
2 tiaz — 141 —ioz — 22

z

fi(z) =

= 0.

Ahora calculando f'(z) = 2z—ia, tenemos que f  es de von Neumann si y solo si |a|/2 < 1,
lo cual ocurre si y solo si |a)| < 1.

Por el teorema 2.23, f es de von Neumann si y solo si |aA| < 1, la cual es la condicién
necesaria y suficiente para garantizar estabilidad.

Es importante notar que f es de Schur si y solo si [aA| < 1, por lo que del corolario (2.24)
concluimos que f es conservativo simple si y solo si |a\| < 1.

Por otro lado si |a)| = 1 entonces para & = +7/2, f  es conservativo y asf por el corolario
(2.24) f también lo es, pero no es simple. Por lo que el esquema es estable si y solo si [a\| < 1.
3.2. Esquema implicito para la ecuacion de calor

Consideremos la ecuacion de calor

Up = Algy.
Analizaremos el esquema de 5 pasos para la ecuacién del calor en una dimension

3yt —uf  1uf—wT uply —2upt uph 52)
2 h 2 h k? ' '
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Esta formula de 3 niveles puede ser reducida a un sistema de 3 niveles haciendo u?_l = vj.

El sistema resultante es

3 u}‘“ —u” 1u?— o urh — QU?—H + u?fll

e ! (3:3)

n+l _ n
con Uj = U/J .

La matriz de amplificacion del sistema es

4 —1
3+8asen2B  3+8asen2f 3.4
1 0 ’ (3:4)

donde o = 2 y B = 1/2k.

Este esquema tiene como polinomio caracteristico
f(2) =1—4z+az? (3.5)
con o = 3 + 8alsen?/2, a > 0y X es k/h%
Clasificando f para cada valor del parametro a, 3 < o < 3 + 8aA.
Calculemos f* usando (1.2)

ff=22—dz+a.

De donde obtenemos que
1/7(0)] = a.
Como |f(0)] = 1, entonces | f*(0)| > |f(0)].

Ahora calculemos f; usando la definicién (2.12),

a(l —4z + az2?) — (2% — 4z + )

fiz) = .
 a—daz+a’t -2 4z -«
B z
41 — a)z + (o — 1)22

z
= 4(1-2)+ (a® = 1)z
= (1—-a)d+ (a+1)z].
f1 no es identicamente cero y es polinomio de von Neumann para todos los valores per-
mitidos del pardmetro a si y solo si 4 <1+ a.

Como la condiciéon siempre se cumple, entonces por el teorema 2.24 este esquema es
débilmente incondicionalmente estable.
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3.3. Esquema Richardson

Richardson propuso una férmula de diferencias finitas centrada en el espacio y centrada
en el tiempo.

u” (u?_1 —2uf + U?ﬂ)

on ¢ k =0

Este esquema tiene como polinomio caracteristico

f(z) =2+ az—1,
donde a = 8a)sen?¢ /2.
Calculando f*(z), obtenemos
ff=14az—2%

Usando la definicién para fi(z),

(22 +az—1)— (=1)(1 +az — 2?)
2
2tazr—1+14+az— 22
z

fi(z) =

= 2o.

Como fi(z) =2a #0paraa # 0y [f*(0)] =1=]f(0)], por el teorema 2.24 f no es un
polinomio de von Neumann y por lo tanto el esquema es inestable.

3.4. Esquema Dufort-Frankel

El esquema Dufort-Frankel, publicado por primera vez en 1953 [13], mejora el esquema
Richardson. Dufort y Frankel realizaron ajustes al término de difusion que resulté en un
esquema explicito y estable.

El esquema propuesto es

n+1 n—1 n _ an+l _ o n—1 n
Upy = Uy Ol U, Uy, + Upp—1

2h k2

Este esquema tiene como polinomio caracteristico
f(2) = (a—1) —2acoséz + (a + 1)22,

donde a = 2a\ > 0.
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Podemos calcular facilmente que f(0) = a — 1, f*(0) = a+ 1 de donde se obtiene que

£ (0)] > [£(0)].

Calculando f;(z) tenemos

filz) =
(a+1)[(a—=1) = 2acoséz + (a +1)2%] — (a — 1)[(a — 1)2* — 2acos€z + (a + 1)]

2
= 4da(—cosé + z).

Utilizando el teorema 2.24 f es un polinomio de von Neumann, asi que el esquema es
incondicionalmente estable.

3.5. Esquema de Hadjidimos
Consideremos la ecuacién de calor
Up = AUy,
sobre la regién R = {(x,t)|0 < z < 7,t > 0}, con condiciones de frontera
u(z,0) = g(z )
u(0,1) = u(m,t) =
La forma general del esquema propuesto en [14] es:

770U + 771“ 1 + ,'72un ! + 772um+1 - 0_91(52Unm + 925216?”_1

h? k2 ’

donde 7y, 1, M2,n3, 01 v 62 son coeficientes que determinan el esquema y que satisfacen las
siguientes relaciones:

1
7]025—9
m=mn=1
1
me=g+0—2n
91:1—8
0 —67&1
2 = 5%

El polinomio caracteristico de la matriz de amplificacion para este esquema es

() = (—% 04 s+ adds) + (20 — ps + a(1 — 0)s)z + (% _9)2 (36)
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donde s = 4sen?¢/2, 1 £#0 e R, neR, a >0y XA =k/h%

El problema es determinar que condiciones sobre los parametros 6 y 1 garantizan que el es-
quema es debilmente estable, es decir que f sea un polinomio de von Neumann Vs, 0 < s < 4.

El polinomio f es de la forma
f(z) = A+ Bz +C2?,
donde A, B y C son reales.

Asi tendriamos

f(0) = A,

70y =¢,

£i() = (C — AY(C + A)z + B],
f(z)=2Cz+B

Por el teorema 1.23 f es un polinomio de von Neumann si y solo si alguna de las siguientes
condiciones se cumple

) (C—A)(C+A)>0y (B—A—C)B+A+C) <0,
i) C—A=0y (B—24)(B+2A) <0,
i) C+A=0y B=0.

Sumando y restando las ecuaciones en #ii) vemos que son equivalentes a que se cumpla

B-A-C=0yB+A+C=0.

Por lo que el esquema es débilmente estable si y solo si para todo 0 < s < 4 al menos una
de las siguientes condiciones se cumple

(1 —ns —aAds)(—20 + ns + aXds) > 0,ars(46 — 2ns + aA(1 — 20)s) <0 (3.7)

1 —ns —aXds = 0,ars(40 — 2ns + a\(1 — 20)s) < 0, (3.8)
als = 0,40 — 2ns + aA(1 — 20)s =0 (3.9)
Notemos que

» Para s = 0 las condiciones (3.7) o (3.9) se cumplen si y solo si

0 <0. (3.10)
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» Para s = 4 la condicién (3.9) no se puede cumplir y para la segunda desigualdad de las
condiciones (3.7) y (3.8) se debe tener que

1 1
02 50+ aA(z —0). (3.11)

Lo anterior implica que el segundo paréntesis de la primera desigualdad en (3.7) es positivo
y por lo tanto (3.7) o (3.8) se cumple si y solo si (3.11) se cumple y el primer paréntesis de
(3.7) es no negativo, lo cual ocurre si y solo si

1
n< 7~ ad. (3.12)

La consistencia de las ecuaciones (3.11) y (3.12) requiere que

0 < % — al. (3.13)

Combinando (3.10) con (3.13) y (3.11) con (3.13), obtenemos las siguientes condiciones
necesarias para garantizar la estabilidad débil. Primero elegimos 6 que satisfaga

1
0 < min{0, 5 aM}, (3.14)

y n tal que
1 1 1

Como (3.14) y (3.15) son condiciones suficientes en los puntos s = 0y s = 4 y estamos
interesados solo con los signos de expresiones que son lineales en s, se puede ver que son
condiciones suficientes para los valores en 0 < s < 4.

3.6. Otros esquemas para la ecuacién de calor

(a) Un esquema de segundo orden para la ecuacién de calor u; + au, = 0 es

n+l _ Q,mn n—1 o1 n
= ?l;m o ady (%TW> = s, (3.16)

Este esquema tiene como polinomio de amplificacién
f(2) = (T+4iB)z* — (8 — 2i8)z + 1, (3.17)
donde 8 = al\sinf.

El esquema serd estable cuando f(z) sea un polinomio simple de von Neumann, usare-
mos el teorema 1.25 para demostrar este caso.




54

3.6. OTROS ESQUEMAS PARA LA ECUACION DE CALOR

Comenzaremos verificando que |f*(0)| = |7 — 4i3| > 1 = | f(0)|, usando la definicién
de polinomio reducido obtenemos

(7 — 4iB)[(7 + 4iB)22 — (8 — 2iB)z + 1] — [(T — 4iB) — (8 + 2iB)z + 7]

fi(z) =
z
_ 49+ 16%)22 — (56 — 46i3 — 83%)z + (7 — 4if3) — [(T — 4if3) — (8 — 2iB)z + 27|
z
_ (484 16p%)2% — (48 + 48if — 86°)=
z
= 4(12+4B8%)z — 4(12 + 12iB — 26?). (3.18)

El polinomio f;(z) es un polinomio simple de von Neumann si y solo si
(12 +48%)* > (12 - 28°)* +12%32,

y esta desigualdad siempre se cumple, con igualdad solo cuando 5 = 0. Asi el esquema
es incondicionalmente estable.

El segundo esquema que consideraremos para la ecuacion es un esquema exacto.

230n T — 210, — 3vt 4 ol 2

24k
B2 -1 ot 4ogn k2q2 S
1 —52 5 m m 62 m m _ n+1/2' 3.19
() (B5E) S (B[
El polinomio de amplificacién de este esquema es
g(2) = (23 — 12a + 12iB)2* — (21 — 12a — 12iB3)2* — 32 + 1, (3.20)
donde
a2/\256n2%0
o= —" -
1-— %senzéﬁ
' Asenf)
5 aisen (3.21)

T 1 2021
1 3sen2(9

Para este esquema tenemos que
197 (0)]* = [9(0)* = 24(2 — a)(11 — 6a) + 1275

y esta expresion es no negativa para 0 < a < 11/6.

Calculando el polinomio reducido obtenemos
_ (23—12a—12iB)[(23—12a+12i83) 2% — (21 —12a—12i8) 22 —32+1]—
91(2) = z
—(23—120—12i8)—(21—120+12i8) 2—322+2%]
- .
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Desarrollando y dividiendo por 24 obtenemos

91(z) = [(11 — 6)(2 — @) + 657%] 2*
—2[(2—a)(5 - 3a) — 358% — (11 — 6)if] =
—(2 —a —2ip).

Tenemos

191 (0)]* = 192(0)[* = 4(5 — 30)[3(2 — a)* + *(13 — 6a)] + 36",

Por lo tanto para la estabilidad debemos tener

11

0<a< - < —
S 6

W ot

Lo que pone mayores restricciones para el valor que puede tomar «. Finalmente calcu-
lando el polinomio reducido gy, (z) de g;(z) obtenemos

g1, (2) = [120 4 252a + 198a* — 69a° + 9a* + (18a* — 69a + 65)3* + 93%]~
+96% +6(5 — 3a)if® + (3a — 5)5°

(180 + 102a” + 192 — 120)if3

—9a* + 69a* — 19802 + 2520 — 120.

Tenemos que una de las raices de g1, (z) estd en el interior o sobre S cuando
95, O ~ 191, (O,
es no negativa. Esta cantidad es
1284(5 — 3)[68% + (11 — 6a)(2 — )],

la cual es no negativa cuando « es a lo mas 5/3. Asi la condicién de estabilidad para el
esquema es
senzéﬁ

_ 2 21
1 ssen 20

a = |a\ <

w| ot

El valor maximo de la parte izquierda es obtenido cuando € = 7. Asi el esquema es
estable si y solo si
V5

Jad| < —.
3

Notemos que aunque este esquema es implicito este no es incondicionalmente estable.
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(c) El tercer ejemplo es el esquema

n+2 _ , n—2 B2 -1 9pntl _ g 4 9gn—1
o o +a<1+g5> 5(vm vl 4 20 )

4k 3
3 n+l _ rn 2 n—1
3
Este esquema tiene como polinomio de amplificacién
4
h(z) = 2" + §¢5(2z3 — 22 +22) -1, (3.23)

Asenf
donde 5 = =5 755
3 2

Usando la definicion de polinomio reducido, vemos que h; es identicamente cero, asi por
el teorema 2.26, h(z) es un polinomio simple de von Neumann si y solo si

g1(z) = 3/4fl(z) =32 +iB(62% — 22 + 2),

es un polinomio de Schur, donde g;z es como el definido en el teorema 1.24. Analizando la
desigualdad |g1(0)| < [g7(0)], es decir, |25] < 3, vemos que g;(z) es un polinomio de Schur
solo si |f| < 3/2.

Utilizando el teorema 2.26, con el algoritmo obtenido en la segunda demostraciéon y la
definiciéon de polinomio reducido, obtenemos

g1, = (9 —48%)2% + (48° + 18iB)z — 126* — 6if3,
el cual es un polinomio de Schur solo si

(9—46%)* > (128%)" + (68)*,
lo cual es equivalente a
9(v/41 — 3)

2
<—
<

la cual es una restriccion més fuerte para . Obtengamos ahora el polinomio reducido de
g1,(2) v lo denotamos por go(z).

g2(2) = (81 — 1084% — 1284%)z + 323* — 26445> 4 144/3* + 162 3.
Una raiz de go(2) esta dentro de S solo si
(81 — 10847 — 12834)? — (328" + 1443%)? — (264° — 1628)?,
es no negativa. Esta expresion se factoriza como

3(9 — 4B8%)(3 — 164?)(803* — 723% + 81).
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El dltimo factor es siempre positivo, y podemos decir que go(2) es un polinomio de Schur

para
3 9(v41 -3
/62 < — < g
16 64
De lo anterior obtenemos que la condicion de estabilidad para el esquema es
8] = laXsend| - V3
11— 2sen?10 4

El méximo de 8 es una funcién de 6 y ocurre cuando cosf es —1/2. Asi el esquema es

estable cuando
laA| < 1/4.

Notemos que cuando |aM| es 1/4, el polinomio f(z) tiene una raiz doble en S. Por lo
anterior el sistema es incondicionalmente estable.

3.7. Esquemas para ondas de sonido

Consideremos problemas que estudien las vibraciones de los fluidos.

Sean pyg, po la presion estética y la densidad respectivamente y sea p = f(p) la ecuacién
de estado.

Asumiremos que f'(p) > 0y f (po) = ¢?; es importante mencionar que py, po ¥ ¢ pueden
depender de z, y y z pero no de t. Si g = g(z,y, z) es la fuerza por la unidad de volumen,
asumiremos que g + Vpy = 0.

Si la presion y la densidad son pg+p v po + p donde p << py y p << po, entonces
p=cp.

Denotemos por v = v(z, v, z) la velocidad del fluido, por lo que la ecuacién de movimiento
es

ov
— =—Vp.
Po ot D
y la ecuaciéon de continuidad es
dp
AN v
at £o \4
Ahora 9 9
8_]159 = 028_5 = —poc’V - v, (3.24)
de donde obtenemos la siguiente ecuaciéon
0? 1
P~ p?v - —vp. (3.25)

o Po
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Para esta ecuacion, la ecuacién en diferencias conrrespondiente es

k 2
=2 = () O = 2ok ) (3.20)

Consideremos esquemas como el mostrado anteriormente, donde su matriz de amplifica-
cién es de la forma
1 «
, (3.27)

—a 1—|af?

donde « es alguna funcién compleja valuada de €.

El polinomio caracteristico para tales esquemas es
f(2) =14+ (la)* =2)z + 22 (3.28)

Calculando f*(z) notamos que

Por lo que f; = 0.
Ahora, f = (Ja|?> = 2) + 2z, el cual es un polinomio de von Neumann si y solo si |a|? < 4.

Entonces del teorema 2.23 se concluye que tales esquemas son débilmente estables si y
solo si |af < 2.




Capitulo 4

Estabilidad de ecuaciones en
diferencias finitas para sistemas de
ecuaciones diferenciales parciales

Consideremos sistemas de la forma

u; + Au, =0 (4.1)

Uy = Bu:c:(:7 (42)

donde u es un vector de funciones de dimensién n y A y B son matrices de tamano n X n.

Se dice que (4.1) es un sistema hiperbdlico, si la matriz A es diagonalizable y (4.2) es
parabdlico si la matriz B tiene todos sus eigenvalores con parte real positiva.

La teoria de estabilidad de aproximaciones de diferencias finitas para ecuaciones diferen-
ciales parciales lineales estd profundamente basada en el caso especial donde los coeficientes
de las ecuaciones son constantes y las condiciones de frontera son periédicas. En tal caso
podemos usar andlisis de Fourier para reducir el problema a estudiar familias de matrices G,
conocidas como matrices de amplificacién. Esta matriz es obtenida por medio de la sustitu-
cién de G"e™ para v,

Si u, es la transformada de Fourier del vector solucién en el v-ésimo paso de tiempo,
entonces u, = G'vq y la estabilidad del esquema en diferencias es equivalente a la uniformidad
acotada de GG para vt < 1 donde t es el paso en el tiempo. Una forma equivalente de esta

condicién y que resulta mas conveniente es que debe existir una constante o > 0 tal que las
matrices A = e~ G satisfacen

|A| < constante para todos los enteros positivos v
donde |AY| es la norma de AY inducida por la norma euclideana vectorial.

29
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Definicién 4.1 Un esquema en diferencias para un sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales es estable si para cada T > 0 existe una constante Cr tal que para 0 < nk < T se
tiene

|G"]| < Cr. (4.3)

Ejemplo 4.1
Sea el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de tipo hiperbdlico

oh ou

— 4+ H—=0

ot * ox

ou N oh 0

ot " 9or

donde h(z,t) y u(x,t) son las funciones incégnitas y g y H son constantes positivas. El
esquema en diferencias que lo aproxima es

n+1 hr n _n

Uy - m _|_Hum+12hum—l —0 (44)
n+l _ ., n u™ —hr

gl ), (4.5)

Aplicando el método de von Neumann para estudiar la establidad del sistema, obtenemos

[Zr = {Z; reime. (4.6)

m

Sustituyendo (4.6) en (4.4) y (4.5) se obtiene
n+1 . . n
U1 _ . 1 . —iAH sin 0 U1 ‘ (4.7)
Vg —1Agsin 6 1 Vg

Calculando el polinomio caracteristico de la matriz 2 x 2 de la expresién anterior para
obtener las raices tenemos que son

219 =1 £ iXgH)"?sin6,
de donde se tiene |z1| = |23 > 1, de modo que el sistema es inestable.

Sin embargo para esquemas en general, una condicion necesaria para la estabilidad es
(como en en el caso de esquemas de un paso)

90| <1+ Kk, (4.8)

para cada eigenvalor g, de G.
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4.1. Estabilidad para aproximaciones en diferencias de
un sistema hiperbdlico

En esta seccién consideraremos un sistema hiperbélico de ecuaciones diferenciales parcia-
les de la forma 9 9
u U
A

ot o
con coeficientes constantes, de manera que r > 0 y ¢t > 0, A es una matriz diagonal no
singular y u(z,t) = (uM (x,t), -, u™(z,1)).

(4.9)

Ahora, los u{™ (x,t) desconocidos estaran ordenados de manera que la matriz A tenga la

siguiente forma:
Al 0
A= < 0 Al ) )

donde
aqg 0 0 --- 0
0 aa 0 --- 0
Al = . .
0O 0 O a;
y
a0 0 -+ 0
0 ago 0 --- 0
Al = . . . .
0 0 0 - ay,

cona; <ap << <0<ay << ag.

Asumiremos que estan dados tanto los valores iniciales u(z,0) = f(x) como las condiciones
de frontera
u’(0,t) = Su’(0,1),

donde u! y u'! serén definidas de acuerdo a las particién de A y S es una matriz constante.

Deseamos resolver el problema de valores iniciales usando aproximacién en diferencias
finitas.

Como en capitulos anteriores, tomaremos una particion, k& > 0 serd el paso en el tiempo
y h > 0 el paso en el espacio, A serd una constante k/h = \.
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Usaremos la misma notaciéon que en el capitulo 3 con z,, = t,, y v, = v(t,,x,,). Para
aproximar la ecuacién en diferencias para x > 0 usaremos el siguiente esquema en diferencias

ot = Qu,,,

") = . (1.10)
donde )
Q= Z AjEj’ (4.11)

n _ . n+l
Ev) =v,"
y las A; son matrices constantes de orden n.
Tomaremos las siguientes consideraciones

1- p>1y A, A, son matrices no singulares y la matriz de amplificacién del sistema
estara dada por

DO =Y A

j=—r

/\ 7z . . . . .
Ahora, @ (&) deberd satisfacer las siguientes condiciones

a.- Existe una constante § > 0 y un ntimero natural 2s > 0 tal que V¢ con 0 < |¢] < 7 los

~~
eigenvalores p(§) de @ () satisfacen

(&) < 1—0l¢)™,

es decir, la aproximacion es disipativa.

b.- | @ (&)| <1, esta condicién garatiza la estabilidad del esquema.

Por la manera en que estd definida la matriz @, la solucién de (4.10) puede ser desa-
rrollada solo si especificamos condiciones de frontera para eliminar los valores de v;! para
n=20,—1,---,—r+ 1. Estos valores son de la forma

vu(t) = Z Cluv; (1), (4.12)

con u=0,-1,---,r+1y C;, matrices cuadradas constantes de tamano n x n.

Queremos derivar condiciones algebraicas de estabilidad para el problema planteado.
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Denotemos por H el espacio de todas las funciones de malla w)), definidas para n > —r,
con condiciones de frontera (4.12) y para las cuales

o0
> wph < oo
n=1

H es un espacio de Hilbert si la norma y el producto por escalar son definidos por

oo

(u,0)n =) _(up) oph,

n=1

2
[ulli, = (u, w)n.
La estabilidad para este problema estard definida de manera usual

Definicién 4.2 Una aprorimacion en diferencias es estable si existe una constante K, in-
dependiente de k, tal que
[o(@)lln < K[[o(0)]]n,

para todo t = mk y todos los valores inciales v(x,0) en H.

Escribiremos la aproximaciéon en diferencias finitas mediante un operador

vt =Vl (4.13)

con v, v € H y donde V es un operador acotado en H definido por (4.10) y (4.11).

Continuaremos con la demostracién del siguiente lema, el cual nos da una primera con-
dicién de estabilidad

Lema 4.3 Una condicion necesaria para la estabilidad del sistema es que el polinomio ca-
racteristico de V' sea un polinommio de von Neumann, es decir, que no tenga raices zy con
zo > 1.

Demostracion:
Procederemos por contradiccién.

Supongamos que el polinomio caracteristico de V' tiene una raiz zg con |z > 1, es decir,
existe h € H con
zoh = Vh. (4.14)

Entonces zo/ h serd una solucién de (4.13) con los valores iniciales en H, la cual creceria
exponencialmente con el niimero de pasos.
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En base a que las siguientes condiciones de estabilidad estaran dadas en términos de las
raices del polinomio caracteristico de V' (eigenvalores) y eigenvectores del mismo, es impor-
tante mencionar el resultado que nos explicard como obtener los eigenvalores y eigenvectores
del operador V.

Lema 4.4 Consideremos el siguiente problema de eigenvalores
p .
> Ak¢ =z,
Jj=-r

y supongamos que la condicion 1 se cumple. Entonces para cada z con |z| > 1, z # 1 existen
rn eigenvalores k; con |k;| < 1 ynp eigenvalores con |k;| > 1, es decir, no existen eigenvalores
con |k;| = 1.

Demostracion:

Es bien sabido que los eigenvalores son las raices del polinomio caracteristico

p
Det| Y~ Ak — 21| = 0. (4.15)

j=-r

: p AN ~ =

Sik=e" # 1entonces >, AjkI = @ (¢) y por la condicién a) para la matriz @ las
j=-r
e . . 7 . A .
raices z(¢) del polinomio caracteristico de @ (¢) no pueden ser iguales a z, con |z| > 1.
p

Para la consistencia del problema pondremos ). A; = I, y asi kK = 1 serd descartado

j=-r

para z # 1.

Como los eigenvalores son funciones continuas de z es posible determinar el nimero de
eigenvalores k; con |k;| < 1 si consideramos valores grandes de |z|.
Tomemos |z| — 0o, para este caso estos eigenvalores convergen a cero y asi el término
p .
principal de > A;k7 serda A_.k~". Como asumimos que A_, es no singular el lema se sigue

j=-r
inmeditamente.

Sea zy con |zp] > 1, zp # 1 un valor fijo. Queremos determinar cuando (4.14) tiene su
correspondiente eigensolucion h € H.

La ecuacién (4.14) es equivalente a

(@ — 20)hyy, =0, (4.16)
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g =3 Cihj, (4.17)
j=1
conv=0,—-1,---,—r+1.

La ecuacién (4.16) es una ecuacion en diferencias ordinaria con coeficientes constantes y
su solucién mas general en H puede ser escrita de la forma: (ver [17])

gn = gm(20) = > Pikj =Y Pi(2)(k;j(z))™ (4.18)
k5] <1

En la ecuacién anterior k; son las soluciones de la ecuacién (4.15) con |k;| < 1y P; son
polinomios con coeficientes vectoriales y su grado es uno menor que la multiplicidad de la
correspondiente ;.

Existen nr soluciones linealmente independientes, de esta manera (4.18) depende de nr
parametros, llamemosles o,,..

Ahora, si insertamos (4.18) dentro de las condiciones (4.17) tendremos un sistema de
nr ecuaciones lineales homogeneas en los parametros o,,, las cuales podemos escribir de la
siguiente manera

E(z)o =0, (4.19)

con o = (01, ,0n) ¥ E(z) es una matriz de orden nr.

Todo lo demostrado anteriormente, nos da como resultado el siguiente lema,

Lema 4.5 El polinomio caracteristico de V es un polinomio de Schur si y solo si DetE(zy) =
0.

Consideremos, en la ecuacién (4.18) que zy — 1, de donde tendremos que estd solucién
convergera a

gm(1) = Bk (1), (4.20)

la cual también dependera de los nr parametros o

Definicién 4.6 zy = 1 es una raiz generalizada del polinomio caracteristico de V si E(1)o =
0 no tiene una solucion trivial, es decir si DetE(1) = 0. La solucion correspondiente a (4.20)
es llamada una eigenfuncion generalizada.

En base a todo lo formulado anteriormente, nos interesa el siguiente teorema, el cual nos
da condiciones necesarias para garantizar la estabilidad de la aproximacién en diferencias
(4.9).
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Teorema 4.7 La aproximacion en diferencias para el problema de valores iniciales es estable
St

.- Las condiciones 1, a y b se cumplen.
1.- 2o = 1 no es un eigenvalor generalizado.

11.- El polinomio caracteristico de V' es un polinomio de Schur, es decir, si zy es eigenvalor
entonces |zo| < 1.

Lo que deseamos demostrar en el inciso iii) es que si zp = 1 no es un eigenvalor gene-
ralizado de V', entonces existe una constante p > 0 tal que V' no tenga eigenvalores 2, con
|20 =1 = py |20] 2 L.

Debido a que demostrar el teorema por métodos analiticos resulta muy complicado re-
duciremos el problema y obtendremos algunos resultados que nos ayudaran a entender este
resultado.

Consideremos el problema (4.13), para el cual podemos escribir su solucién de la forma

(vea [15])

1
v(t) = ~5 2"(V — zI) " dzv(0),
T

donde I' es cualquier contorno que incluye el espectro de V' en su interior.
Estudiaremos (V — 2I)~!, la resolvente de V.
Calculemos explicitamente
f=V -z,
el cual es equivalente a encontrar la solucién de

(@ —zD)fy, = vp, (4.21)
feH.

Usando la condicién a) podemos escribir (4.21) como

p—1

futp=—AT"Y " (Aifn = zfn —vl). (4.22)

j=—r

Introduciendo el vector

’

yZL = (fm-l-p—la fm+p—27 sy fm-‘rr) ;

obtenemos la férmula de un paso

Y1 = My, + g (4.23)
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donde
ATt Ay At (Ag—2) ATt A,
-1 0 . 0
M = 0 -1 0 0
0 —I 0
Upn,
0
I =
0

Maés ain, las condiciones (4.21) pueden escribirse como nr relaciones lineales entre los
componentes de yi,...,Yss1, por lo que podemos escribirlo de la siguiente manera

szo,

j=1,2,... nr

Analizando el polinomio caracteristico de M (ver [15], Capitulo 2) obtenemos que las
raices del polinomio (4.15) son las raices del polinomio caracteristico de M.

Ahora las raices k; del polinomio de M son funciones de z. Para |z| > 1, z # 1, por el
lema 4.10, consideraremos 2 conjuntos separados; S; que contendrd los k; con |k;| < 1y S,
con los k; tales que |k;| > 1.

Usaremos el siguiente lema, cuya demostracién puede consultarse en [15],
Lema 4.8 Euxiste una matriz no singular T = T(z), analitica en z para |z| > 1, z # 1 tal
que

T()MT(2) = ( s ]\222 ) , (4.24)

donde My, es de tamano nr y su polinomio caracteristico es de Schur, es decir, los eigen-
valores k; satisfacen |k;| < 1 y May de orden np tiene eigenvalores tales que |kj| > 1.

Introduciendo en la ecuacién (4.23) la siguiente variable

wp =T(2)y;, (4.25)

m

obtendremos
n My O n n
o= (0 4 ) b TG (4.2
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La ecuacién anterior tiene como solucién general w], con ||w|| < oo
7j—1
wi =Y ML (T(2)gn)" + My wi
m=1
> .
Wil = =30 M (g
m=j

donde w! y w!! estan definidas como en el lema anterior.
Los siguientes dos lemas, nos daran propiedades del resolvente acerca de su inversa y le
manera en que esta acotado.

Lema 4.9 Sea C el conjunto de nimeros complejos z con |z| > 1, z# 1. St z0 € R y 29 no
es un eigenvalor de v, entonces (V — 2oI)~! existe y estd acotado.

Lema 4.10 Asumamos que V' no tiene eigenvalores z en C, entonces para alguna constante
p > 0 existe un ¢ > 0 tal que |(V — 2I)7!| estd uniformemente acotado por |z| > 1 — &,
|z = 1] = p.

Como segundo punto para la demostracion del teorema principal deseamos saber cuando
un valor de z es un eigenvalor de V' o no. Para realizar esto consideremos el siguiente problema

o = Qur, (4.27)

paran =1,2,--- , N — 1 con condiciones de frontera
U:;l = Z Cj’LLj, (428)
para j = 0,—1,---,—r + 1 y tales que uﬁ = u%“ = ... = uN*P~1 = (, para N un entero

suficientemente grande.

Reescribiendo este esquema como una ecuacién de operador

= Vol (4.29)

(%

donde Vy es una matriz de tamafio n(N — 1).

Lema 4.11 Consideremos la aprozimacion en diferencias (4.12) con condiciones de frontera
vy =0, n=0-1,---,—r+1 y asumamos que se cumplen las condiciones 1, a y b se
cumplen. Entonces para cada p > 0 existe € > 0 tal que su correpondiente operador Vi no
tiene ningin eigenvalor z con |z| > 1 —¢, |z| > p.

Con el siguiente teorema podemos obtener eigenvalores de V' con ayuda de los eigenvalores
de Vy mediante una secuencia de valores de V. Si algtin eigenvalor A\ de Vv converge a algin
valor zy con |zg| > 1, z9 # 1 entonces zy serd un eigenvalor de V.
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Teorema 4.12 Para cada p > 0 existen constantese >0, K; >0, j=1,2yr con0<r <1
tales que

1.- Si'V no tiene eigenvalores tales que |z| > 1, |z — 1| > p entonces Viy no tiene eigenva-
lores que cumplan |z| > 1 —¢, |z — 1| > p tales que N > K — 1|log(i — r)|.

2.- Si 'V tiene un eigenvalor zy de multiplicidad p con |z9| > 1 — ¢, |20 — 1| > p entonces
Vi tiene un eigenvalor Ay con |y — zo| < Kor™N/P.
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Capitulo 5
Conclusiones y perspectivas

Finalizamos el trabajo exponiendo las conclusiones de lo estudiado y presentando algunos
de los posibles trabajos a futuro basandonos en el trabajo realizado en esta tesis.

» Se estudiaron propiedades de diferentes tipos de polinomios, lo que nos ayudé a tener
una vision mas amplia de como se desarrollan la teoria de von Neumann para el anélisis

de estabilidad.

» Se estudiaron condiciones de estabilidad para esquemas que resuelven una ecuacion
diferencial parcial y se desarrollaron ejemplos que nos permitieron ver la conexién que
existe entre este tipo de analisis y los polinomios de Schur y de von Neumann.

» Se estudiaron condiciones matriciales para garantizar la estabilidad de ecuaciones en
diferencias para sistemas hiperbdlicos y parabdlicos de la forma

U + Aty = 0 (5.1)

Uy = By, (5.2)

todo esto relacionado con el andlisis del polinomio caracteristico de la matriz de ampli-
ficacion.

Tomando en cuenta que los resultados estudiados en este trabajo estuvieron enfocados
a ecuaciones diferenciales parciales hiperbodlicas y parabdlicas y que muchas de las condicio-
nes estudiadas se reducian a ser solo condiciones necesarias o suficientes, podemos enunciar
algunas de las opciones para el trabajo a futuro.

= Investigar cual es el alcance de los métodos expuestos, es decir, encontrar que tipos de
ecuaciones pueden ser estudiadas con cierta eficacia utilizando el enfoque presentado
en este trabajo.

= Investigar si existe alguna condicién algebraica necesaria y suficiente que mejore las
condiciones antes expuestas.
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» Estudiar el problema de analizar la estabilidad de las ecuaciones en diferencias para
ecuaciones diferenciales parciales més generales y también sistemas de ecuaciones dife-
renciales parciales diferentes a los expuestos en esta tesis y que pudieran ser estudiados
con las técnicas presentadas o modificaciones de estas técnicas.




Capitulo 6
Apéndice

Teorema 6.1 Gauss-Lucas
Si un politopo convero del plano complejo contiene todas la raices de un polinomio p(z)
entonces contiene también todos los ceros de la derivada p'(2).

Teorema 6.2 DeBrujin
Sea K una region circular y sea P cualquier polinomio de grado n. St v € K, el polinomio

Q(2) =n"'[nP(2) + (u— 2)P'(2)] es tal que Q(K) C P(K).

Teorema 6.3 Rouché
Supongamos que

» f(2) y g(2) son analiticos dentro y sobre una region cerrada C,
w |f(2)] > |g(2)| en cada punto de C.

Entonces f(2) y (f + g)(z) tienen el mismo numero de ceros en C.

Teorema 6.4 Si g(z) es analitica en una region anular r < |z — a| < R entonces g(z) =
oo

> an(z—a)", donde a, = sz 1l (t_gtl(;31+1dt, siendo v cualquier circulo |z —a| = p, r < p < R.
v

—00

Para una demostracién ver Eves, H.W. (1976).

6.1. Analisis de Fourier y relaciones de Parseval

Para una funcién u(z) € L*(—o0, ), su transformada de Fourier estard dada por

Esta transformacion de u es una funcién de variable real w y es tnica.
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Esta funcién u es una representacion alternativa de la funcién w.

Ahora, la formula de inversion de Fourier, dada por

u(z) = V%_”Z " (w)duw,

muestra como u se puede obtener a partir de u.

Para nuestros fines, consideremos v,, una funcién sobre una malla definida para todos los
enteros m, entonces su transformada de Fourier estarda dada por

- 1 = —im
U(f):E > ey,

para & € [—m, 7], y 0(—7) = 0(m). En este caso, la férmula de inversién de Fourier estd dada
por

IR
Uy = \/ﬁ_/e 0(&)de.

Ahora la transformada de Fourier para dimensiones mayores esta definida por
i(w) = — “wty(r)d 6.1
u(w) = CRE e u(z)dz, (6.1)

R

donde z y w son variables en R™.

El producto interno w - x es el usual en R™. Asi que la férmula de inversion esta dada por
(@) = gmys [ i)
u(r) = ———= [ """ u(w)dx.
(27T)n/2
R

Formulas similares aparecen para transformaciones discretas,

~ o —imh-§ n

U(f) - (27’()”/2 Z € Umh )

mezZm"
esto para { € [—m/h, m/h]", la respectiva férmula de inversion es
U = L / eMmEH(€)dE.
(271')"/2

[[=7/h,/h]"]
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Un resultado importante de las definiciones dadas sobre andlisis de Fourier es que la

norma L? de u
1/2

fulle = | [ ut)Pas |

es igual a la norma L? de 4(w), es decir

7IU(1‘)|2d1’= 7|ﬁ(w)l2dw~ (6.2)

Para el caso discreto, la norma L? de una funcién de malla v esta definida por

. 1/2
[vlln = (h > Ivmlg) :

m=—0oQ

En este caso se tiene la siguiente relacion

w/h .
lonll? = / BEPdE = 3 Joml*h = [l0]2 (6.3)
—7/h m==00

Las relaciones (6.2) y (6.3) son llamadas las relaciones de Parseval. Usando estas relacio-
nes se puede mostrar que la transformada de Fourier esta definida para todas las funciones
en L*(R) y L*(hZ).

Para mayor informacién sobre relaciones de Parseval se pueden consultar los libros de
Titchmarsh [32] y Golberg [13].

6.2. Teorema de Kreiss

Teorema 6.5 Para una familia F de matrices M x M, los siguientes incisos son equivalentes
A: Existe una constante positiva C, tal que para toda A € F' y cada entero no negativo n

[A™ [} < Ca.

R: FExiste una constante positiva C, tal que para toda A € F y todos los nimeros complejos
z con |z| > 1,

I(zI = A7 < Gzl = D)7 (6.4)
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S: Fxisten constantes positivas Cs y Cy tales que para cada A € F existe una matriz

hermitiana no singular S tal que B = SAS™! es triangular superior y

I1S]1, 1571 < C, (6.5)
|Bii| <1, )
|Bij < Cymin[l — [By|, 1 — | Byjl], (6.7)

para i < j.

. Eziste una constante positiva C, tal que para cada A € F existe una matriz hermitiana

H tal que

Col < H < Cyl, (6.8)
A*HA < H. (6.9)

. Ezisten constantes C,, y ¢, tales que para cada A € F existe una matriz hermitiana N

tal que

C1<N<C,I,
Re(N(I — zA)) > ¢, (1 — |21,

para todos los nimeros complejos z con |z| < 1.

. Fxiste una constante positiva C,, tal que para cada A € I existe una matriz hermitiana

Q tal que

C'I<Q<C,lI,
(A", x)|

sup —————— < 1.
w20 (Qz,7)

El teorema original de Kreiss contiene unicamente las 4 primeras condiciones y puede ser

consultado en [28]. La condicién € fue demostrada por Tadmor en [31] y la condicién N fue
anadida por Strikwerda y Wade en [30].

En 1984 LeVeque y Trefethen probaron que la condicién R implica la condicién A con

Co < eMC, y que esta es la mejor cota para C, en términos de C, [20].

La importancia del teorema de Kreiss, radica en la relacion que establece con la definicion

habitual de estabilidad con condiciones equivalentes que pueden ser utilizadas en diferentes
contextos. En la practica, su uso es limitado para determinar la estabilidad ya que la verifi-
cacion de algunas de las condiciones es complicada si la comparamos con la condicién primera.
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6.3. Criterios para la estabilidad de polinomios

Como hemos visto la prueba de estabilidad puede ser obtenida estudiando las raices del
polinomio caracteristico de la matriz de amplificacion, finalizaremos esta tesis enunciando
dos criterios mas para la estabilidad de dichos polinomios.

Supondremos que el polinomio de amplificacién tendra la siguiente forma

f(2) = ap2™ + ap 12" P+ ag (6.10)

Criterio de Schur-Cohn

Consideremos los siguientes determinantes asociados al polinomio (6.10)

Qg 0 0 e 0 an Gpo1 v Up ot 1
aq on) O e 0 0 Qp, e an—k+2
(g1 Ak—2 Q-3 0 0 0 ap,
Ay = b vt B
an 0 0 0 ) a A1
a'rL—l an O O EO ak—Q
Up—kt1 Ap—kt2 Opgg3 - Gy O 0 cen Qo
donde k =1, 2, ..., ny ay es el conjugado de a.

Si todos estos determinantes son distintos de cero, el polinomio f(z) no tendré ceros sobre
S y la cantidad de ceros que se encuentren dentro de S serd igual al nimero de variaciones
en signo en la sucesién de determinantes 1, Ay, Ag, ..., A,,.

Del teorema (1.8), sabemos que para que un sistema en diferencias finitas sea estable
es necesario que las raices del polinomio caracteristico f(z) estén dentro de S (la circunfe-
rencia unitario), por lo que la sucesién de los determinantes debe tener n variaciones de signo.

Por lo que podemos poner el criterio de estabilidad de la siguiente forma: si k& es impar
Ap < 0ysikespar A > 0.

En el caso de polinomios de grado dos las condiciones son: A; < 0y Ay > 0. Esto es,

Qo G2
a2 Qo

2 2
= Qg — Qg,

Ay =
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apg 0 ay aq
ar ag 0 as 2 2\2 2

Ay = = (a5 — a5)” — ay(ag — a9
ay 0 ag a (ap 5) 1 (a )

a; as 0 Qo
Tomando las condiciones de estabilidad se tiene

2 2
ag —a; <0

(a?) — a%)2 — af(ao — ag)2 > 0

las cuales son equivalentes a

|az| > |aol
‘(11’ < |a2 +(10’

Ahora, para un polinomio de tercer grado f(z) = a3z + as2%+ a1z + ag, los determinantes
quedan expresados como:

Qo 0 as as
ap ag 0 ag 2 2 9 2
Ny = = (a; — a3)” — ay(as — apas
o0 (- ) - s — o)

o as 0 agp

Qo 0 0 as a2 ap
ay Qo 0 0 as as
Qo a1 Qo 0 0 as
as 0 0 ap ap a9
o Aasg 0 0 ag aq
a; Qag as 0 0 Qo

Ag = (ag - a§)3 + (a0a2 — CL16L3)2<2CL§ — 2@8 + CL% — CL%) + (a0a1 - CL26L3)2(CL§ - CL?) + 2@0&2 — 2CL16L3).
Las condiciones de estabilidad son: A; < 0, Ay > 0y Az < 0, las cuales son equivalentes
|as| > |aol,
|agaz| < |a3 — agl,

|ao + az| < [as].
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Ejemplo 6.1
Para ilustrar este método,consideremos el polinomio caracteristico del esquema en diferencias
finitas Dufort Frankel, el cual recordemos es:

f(z) =(a—1) —2acoséz + (a+1)27,

donde a = 2aA.
Entonces, los valores de los determinantes para este caso son:

Al=(a-12—(a+1)*>0

Ay = (=12 —(a+1)H)* = (2acosé)*((a—1) — (a+1))?
= (—2a)? — 4a*cos? £(—2)?
= 40*(1 —4cos*€) > 0.

Al cumplirse las condiciones del criterio, el esquema correspondiente a este polinomio es
estable.

Criterio de Jury

Para realizar esta prueba de estabilidad se contruye una tabla como se muestra a conti-
nuacion.

anfl
Definamos 3, = 2 y 3,_1 = L=
an, ap
an anil “ e al ao
agp a st Qp—1 QG
n—1 n—1 n—1
a, X an—% a k1 ak
al™ ay” al donde a;” " = af — Ozkallz_i y ap = .
n
CLO

En la tabla, La primera y segunda fila son los coeficientes del polinomio de izquierda a
derecha y viceversa respectivamente. La tercera fila se obtiene de multiplicar la segunda por
Oy = Z—Z y restando el resultado a la primera fila. El dltimo elemento en la tercera fila es cero.
La cuarta fila es la tercera fila en orden inverso. El esquema se repite hasta que aparezcan
2n + 1 filas. La ultima fila consiste de solo un elemento.

Teorema 6.6 Si a, > 0, entonces el polinomio (6.10)tiene todas su raices dentro del circulo

unitario si y solo si todas las a® son positivas. Si ningiin a* es cero, entonces, el nimero de
af negativos es igual al mimero de raices fuera del circulo unitario.
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Notemos que la condicién a? > 0 es equivalente a las siguientes condiciones, las cuales
deben ser verificadas antes de construir la tabla:

f(1)>0
(=D"f(=1)>0
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